B. WROBLEWSKI Zajecia douczkowe z Analizy 1 13 marca 2017 .

Jednostajna ciqgtosc i lipschitzowskos¢

Zadanie 1. Niech f : (a,b) — R bedzie funkcja jednostajnie ciagla. Pokaz, ze te
funkcje da sie rozszerzy¢ do funkdji ciaglej f : [a,b] — R, tzn. istnieja odpowiednie
jednostronne granice na krancach przedziatu.

WsKAZOWKA: Ciagi Cauchy’ego.

Zadanie 2. Pokaz, ze zlozenie funkcji jednostajnie ciagtych jest funkcja jednostajnie
ciagla, oraz ze ztozenie funkgji lipschitzowskich jest funkcja lipschitzowska.

Zadanie 3. Pokaz, ze suma funkgcji jednostajnie ciagtych o tej samej dziedzinie jest
funkcja jednostajnie ciagta.

Czy podobne twierdzenie zachodzi dla iloczynu? Rozpatrz przypadki odcinkéw ogra-
niczonych i nieograniczonych.

Zadanie 4. Uzasadnij, ze funkgja jednostajnie ciagla na ograniczonym przedziale (a, b)
jest ograniczona.

Zadanie 5. Niech f : R — R bedzie funkcja ciagla, dla ktoérej istnieja skoriczone
granice w +o00. Pokaz, ze f jest jednostajnie ciagta oraz ograniczona.

Zadanie 6. Zbadaj jednostajna ciaglos¢ oraz lipschitzowsko$¢ funkcji na podanych
zbiorach:

e f(zr) =sinzna (0,7), orazna R,

e f(z) =+/znal0,1], orazna [1, c0),
e f(z) =sinz?na (0,27), orazna R,
o f(x)= mnaR

Zadanie 7. W zaleznosci od parametru a € R zbadaj ciagtos¢ oraz jednostajna ciagtosé
funkgji

1—cos(z—2)
f(z) = { m2—c4lx+4 i i(;’ c0)
na zbiorze [2, 4+00).
Wypuktos¢ funkcji

Zadanie 8. Niech f bedzie funkcja wypukla, a g funkcja wypukia i rosnaca. Pokaz, ze
g o fjest wypukia.
Uzasadnij, ze zaloZzenie monotonicznosci jest konieczne.



Zadanie 9. Zal6zmy;, ze f jest funkcja wypukla na odcinku [0, a| oraz f(0) = 0. Pokaz,
ze dla dowolnych z,y :  +y € (0,a) zachodzi f(z) + f(y) < f(z +y).
Korzystajac z tego faktu uzasadnij, ze dla z,y, 2 : © + y + 2 € (0, 7) zachodzi

sinz +siny +sinz > sin(x + y + 2)

Badanie przebiegu funkcji

Zadanie 10. Wyznacz p € R tak, aby funkgja f(x) = 2® — px+ 5z — 2 osiagata minimum
w punkcie z = 5.

Zadanie 11. Zbadaj wypuklosc i punkty przegiecia funkgji f(z) = z*Inz.
Zadanie 12. Pokaz, ze dla kazdego x < [0, 7| zachodzi nieréwnos¢ sin(tgz) > .

Zadanie 13. Pokaz, ze dla kazdego » € (—1,+00) zachodzi tozsamos¢ arctgz +
arctg 172 = 7.

Zadanie 14. Przeprowadz analize przebiegu funkgcji (granice na krancach przedzia-
16w, ekstrema, punkty przegiecia, przedzialy monotonicznos$ci, wypuklos¢):

e f(z)=2x+2e"nakR,

1 _—2zx

¢ g(x) =z + 3¢ " naR,

e h(zx)=2""na (0,00).



