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Abstrakt

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna. Ustalmy odwzorowanie
ciagte f : X — X. Twierdzeniem o punkcie statym nazywamy
prawde matematyczng postulujaca — pod pewnymi warunkami —
istnienie punktu x € X takiego, ze f(x) = x. Najbardziej
popularnym twierdzeniem tego typu jest zasada kontrakcji
Banacha, jednakze znane jest duzo wiecej podobnych twierdzen.
Ich zastosowanie daje nam istnienie réznego rodzaju
matematycznych obiektéw, na przyktad rozwigzan pewnych
réwnan rézniczkowych, miar Haara na grupach, czy tez réwnowag
Nasha. W referacie przedstawie szybki przeglad twierdzen o
punktach statych wraz z ich zastosowaniami.
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Punkt staty odwzorowania

Punktem statym odwzorowania F : X — X nazywamy X € X taki,
ze:
F(x) =X
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Punkt staty odwzorowania

Punktem statym odwzorowania F : X — X nazywamy X € X taki,
ze:

F(%) = %

Witasnosé punktu statego

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna. Méwimy, ze X ma
topologiczng wtasnos¢ punktu statego (TWPS), jezeli kazde
odwzorowanie ciagte F : X +— X posiada punkt staty.
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Przypomnienie:

Przestrzen metryczna (X, d) nazywamy zupetna, jezeli kazdy ciag
(xn) spetniajacy warunek Cauchy'ego:

(Ve > 0) (M € N) (Vn,m > M) d(xp,xm) < &

jest ciagiem zbieznym.
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Przypomnienie:

Przestrzen metryczna (X, d) nazywamy zupetna, jezeli kazdy ciag
(xn) spetniajacy warunek Cauchy'ego:

(Ve > 0) (M € N) (Vn,m > M) d(xp,xm) < &

jest ciagiem zbieznym.

| A

Zasada kontrakcji Banacha

Niech (X, d) bedzie zupetng przestrzeniag metryczng, F : X — X
bedzie kontrakcja, tzn. istnieje L < 1 dla x,y € X zachodzi:

d(F(x),F(y)) < k-d(xy)

Odwzorowanie F ma wtedy dokfadnie jeden punkt staty X.
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Szkic dowodu:
o wybieramy dowolny xg € X, definiujemy x, = F(")(xp)
@ pokazujemy, ze x, jest ciggiem Cauchy’ego
@ stwierdzamy, ze granica ciagu jest punktem statym

@ jedyno$¢ wynika ze sprzecznosci:

d()?l,)?z) = d(F()?l), F()NQ)) < d()N(l,)NQ)
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Szkic dowodu:
o wybieramy dowolny xg € X, definiujemy x, = F(")(xp)
@ pokazujemy, ze x, jest ciggiem Cauchy’ego
@ stwierdzamy, ze granica ciagu jest punktem statym

@ jedyno$¢ wynika ze sprzecznosci:

d()?l,)?z) = d(F()?l), F()NQ)) < d()N(l,)N(Q)

Z dowodu twierdzenia mozna wynie$¢ duzo wiecej informacji:

@ wystarczy, ze dla pewnego n odwzorowanie F(") jest
kontrakcja

@ oszacowanie a priori

kn
d(X,xn) <

< 7500 x1)
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Twierdzenie Brouwera

Niepusty podzbiér R”, ktéry jest domkniety, ograniczony i wypukty,
ma TWPS.
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Twierdzenie Brouwera

Niepusty podzbiér R”, ktéry jest domkniety, ograniczony i wypukty,
ma TWPS.

Istniejg rézne podejscia do dowodu:
@ przez teorie stopnia topologicznego odwzorowan
@ topologicznie, przez twierdzenie Titzego i zasade retrakgji
@ kombinatorycznie, przez lemat Spernera

@ przez twierdzenie Stokes'a
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Przypomnienie:

Przestrzen unormowang (B, || - ||) nazywamy przestrzenig Banacha,
jezeli metryka indukowana przez norme jest zupetna.
Odwzorowanie T : B — B nazywamy pefnociaggtym, jezeli jest ono
ciagte, oraz obrazy zbioréw ograniczonych s3 warunkowo zwarte.
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Przypomnienie:

Przestrzen unormowang (B, || - ||) nazywamy przestrzenig Banacha,
jezeli metryka indukowana przez norme jest zupetna.
Odwzorowanie T : B — B nazywamy pefnociaggtym, jezeli jest ono
ciagte, oraz obrazy zbioréw ograniczonych sa warunkowo zwarte.

Twierdzenie Schaudera

Niepusty podzbidr przestrzeni Banacha, ktéry jest zwarty i
wypukty, ma TWPS.

Inna, czesto uzyteczna wersja:

Niech C bedzie ograniczonym, wypuktym i domknietym
podzbiorem B i T bedzie odwzorowaniem petnociagtym. Wtedy T
ma punkt staty.
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Idea dowodu:
@ korzystajac ze zwartosci i wypuktosci zbioru, skonstruowa¢ T,
takie ze dimlin T[C] jest skoficzone i | T — T.|| < ¢

@ operator T, ma punkt staty X. z twierdzenia Brouwera

@ ze zwartosci C mamy istnienie punktu statego T
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Twierdzenia typu Lerraya-Shaudera:

Niech S, T beda operatorami petnociggtymi i S ma punkt staty.

Jezeli jesteSmy w stanie w kontrolowany sposdb przeksztatci¢ S w
T to T takze ma punkt staty.
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Twierdzenia typu Lerraya-Shaudera:

Niech S, T beda operatorami petnociggtymi i S ma punkt staty.
Jezeli jesteSmy w stanie w kontrolowany sposéb przeksztatcic S w
T to T takze ma punkt staty.

Najprostsze twierdzenie tego typu:

Twierdzenie Shaefera

Niech T : B+ B bedzie odwzorowaniem petnociagtym. Zatézmy,
ze istnieje C takie, ze dla kazdego u € B mamy zawieranie:

{u:3X€[0,1] u=AT(u)} C B(0,C)

Woéwczas T ma punkt staty w B.
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Twierdzenie
Niech T(\, u) beda operatorami petnociagtymi, zaleznymi w
sposéb ciaggty od 0 < A < 1 w silnej topologii operatorowej, oraz:

@ dla wszystkich punktéw statych X(\) zachodzi
XM < a < o0

@ istnieje b > a takie, ze dla ||x|| = b mamy || T(0,x)|| < b
Wtedy T(1,x) ma punkt staty ||X]| < a
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Twierdzenie
Niech T (), u) beda operatorami petnociagtymi, zaleznymi w
sposéb ciagty od 0 < A < 1 w silnej topologii operatorowej, oraz:

@ dla wszystkich punktéw statych X(\) zachodzi
XM < a < o0

@ istnieje b > a takie, ze dla ||x|| = b mamy || T(0,x)|| < b
Wtedy T(1,x) ma punkt staty ||X]| < a

| A\

Uwagi:

@ warunek 2) zapewnia istnienie punktu statego operatora
T(0,x).

@ powyzsze twierdzenie wynika z twierdzenia Shaudera. Do
bardziej zaawansowanych twierdzen potrzebna jest teoria
stopnia topologicznego.
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