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Abstrakt

Wiele zagadnien praktycznych dotyczacych uktadéw dynamicznych
wymaga optymalizacji pewnych wielkosci. Jednakze zwykta teoria
gtadkich ukfadéw dynamicznych zajmuje sie jednak tylko opisem
ewolucji uktadu w czasie. Zaktada, ze jesteSmy jedynie biernymi
obserwatorami.

Aby méc szukaé odpowiedzi na problemy w ktérych mozemy
wptywaé na rozwdj wydarzen wprowadzamy funkcje kontroli «(t)
za pomocy ktérej wptywamy na rozwdj wydarzen i rozwazamy
uktad X = f(x, «). Dziedzina zajmujaca sie badaniem tego typu
zagadnien nazywa sie teorig sterowania. Gdy z pomoca kontroli «
mamy na celu optymalizacje pewnej wielkosci zaleznej od
trajektorii uktadu to méwimy o sterowaniu optymalnym.

W referacie przedstawie podstawowe idee teorii sterowania
optymalnego, przyktady rozwazanych probleméw i zagadnien.
Gtéwnym punktem prezentacji bedzie zasada maksimum
Pontryagina wyrazajaca warunki konieczne jakie spetnia¢ musi
kontrola optymalna.
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Mozliwe do rozwazenia sytuacje praktyczne:
o Jak dojecha¢ do stacji benzynowej przy najmniejszym zuzyciu
paliwa?
o Jak wyladowaé sonda na Marsie w najkrétszym czasie?

o Jak zarzadzaé produkcja w fabryce aby uzyskaé najwiekszy
zysk?
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Gtadkim uktadem dynamicznym nazywamy réwnanie rézniczkowe
w postaci:

Uktad dynamiczny

{ x(t) = f(x(1))
x(0) = xo

Gdzie t > 0 a f jest funkcja ciagla f : R"” — R".

Zauwazmy, ze w postaci tej mozna zapisa¢ réwnanie rézniczkowe
dowolnego rzedu. Uktady dynamiczne dobrze sprawdzaja sie jako
modele matematyczne zjawisk fizycznych.
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Przyktad: Kamien spadajacy na Marsa

Modelujemy upadek kamienia w atmosferze Marsa. Upuszczamy go
swobodnie z wysokosci H nad powierzchnia. Niech h(t) bedzie
wysokoscig nad powierzchniag Marsa w chwili t.

mh = —mg + kh
h(0)=H  h(0)=0
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Przyjmujemy mozliwo$¢ kontrolowania zachowania uktadu
dynamicznego. Zatézmy, ze funkcja f zalezy od dodatkowego
parametru a € A C R” ktéry mozemy zmieniaé w czasie:

Uktad sterowalny

{ X(t) = f(x(t), a(t))
x(0) = xo

gdziea € A C {a:[0,00) — A: « mierzalna}.

Funkcje o nazywamy funkcjg kontroli a zbiér A zbiorem funkgcji
dopuszczalnych. Trajektorie uktadu dla ustalonej kontroli «
oznaczamy przez Xg.
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Przyktad: Ladowanie na Marsie

Modelujemy ladowanie statku kosmicznego na powierzchni Marsa.
Upuszczamy go swobodnie z wysokosci H nad powierzchnia. Niech:
h(t) — wysoko$¢ nad powierzchnig Marsa w chwili t
m(t) — masa statku w chwili t
a(t) — procent wykorzystania mocy odrzutu silnika w chwili ¢

mh = —mg + kh+ Wa
m= —ka
x(0)=H h(0)=v m(0)=mg

gdzie a[0, 00) — [0, 1], h(t) >0, m(t) > mg — ms.
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Mamy

gosci!
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Przyktadowe problemy w teorii sterowania:

@ Chcemy znalez¢ kontrole o taka, aby zmusi¢ ukfad do
przybrania ustalonej trajektorii (sterowalnos$¢ ukfadu).

e Mamy zadany podzbiér C przestrzeni fazowej. Chcemy
sprawdzié, czy istnieje kontrola «, sprowadzajaca uktad w
zbiér C w skonczonym czasie (wyznaczanie zbioru
osiggalnego).

o Mamy zadany funkcjonat, zalezny od trajektorii uktadu.
Szukamy kontroli o bedacej punktem ekstremalnym tego
uktadu (sterowanie optymalne).
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Woprowadzamy dodatkowy funkcjonat P : A +— R (nieliniowy) w
postaci P[a] = F[x,] dla pewnego odwzorowania, okreslonego na
mozliwych trajektoriach uktadu. Funkcjonat ten nazywamy
funkcjonatem zysku (payoff functional). Rozwazaé bedziemy
funkcjonaty postaci:

Pla] = /OT“ At @) Gl 1 el

Funkcje r nazywamy zyskiem biezacym (running payoff) a g
zyskiem koncowym (terminal payoff). Naszym celem jest
znalezienie kontroli o* maksymalizujacej zysk (jesteSmy
chciwi/przedsiebiorczy). Funkcje a* nazywamy kontrola optymalna.
W przyktadach czesto mozna spotkaé sie z problemem
maksymalizacji kosztéw dla ustalenia terminologii - w takim
przypadku zyskiem nazywamy brak starty.
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Przyktad: Ladowanie na Marsie przy ograniczonym budzecie

Chcemy zminimalizowa¢ zuzyte paliwo, a zatem zmaksymalizowaé
jego ilos¢ pozostata po ladowaniu. Wprowadzamy zatem
funkcjonat:

Pla] = m(7a)

gdzie 7, jest pierwszym momentem w ktérym x,(t) = 0. Szukamy
kontroli o*, bedacej punktem minimalnym funkcjonatu.
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Rysunek : Spadek budzetu NASA od czaséw ztotej ery kosmiczne;j
pokazuje, jak wazny jest to problem.
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Huston, 2Z2Z222...
Mamy problem...
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Oméwimy teraz warunek konieczny na to, aby kontrola byta
kontrolg optymalng — Zasade Maksimum Pontriagina

Lew Semenowicz Pontriagin (1908-1988)

W roku 1922 roku, w wieku 14 lat, ulegt wypadkowi, w wyniku
ktérego stracit wzrok. Mimo to, dzieki pomocy matki, skonczyt w
wieku 21 lat Uniwersytet Moskiewski i stat sie jednym z
najwybitniejszych matematykéw XX wieku. Zajmowat sie gtéwnie
topologia i réwnaniami rézniczkowymi.

Rozwaza¢ bedziemy przypadek, gdy T, = T jest ustalone, ale
zmienia sie punkt kofncowy x,(t) (fixed time, free endpoint
problem).

Hamiltonianem teorii sterowania nazwiemy funkcje:

H(x. p. a) = (£(x,a), p) + r(x, 2))
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Zasada Maksimum Pontriagina

Niech o bedzie kontrola optymalna dla ukfadu sterowalnego z
funkcjonatem zysku i x* = x,~. Istnieje funkcja p* : [0, T] — R"
taka, ze:

(ODE) x* = V,H(x*, p*, a*)

(ADJ) p* = _VXH(X*7P*7Q*)

Ponadto spetniona jest zasada maksimum:
(MAX)  H(x*,p*,a") = max{H(x*,p*,a): ac A}0<t<T

oraz hamiltonian jest catka pierwsza trajektorii x*.
Wartos¢ koncowa funkcji p* wyznaczona jest przez:

(TR) p*(T) = Ve(x*(T))

Réwnania (ODE) i (ADJ) nazywamy réwnaniami sprzezonymi a
(TR) warunkiem transwersalnosci. Funkcje p nazywamy kostanem.
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Kontrola produkgcji i konsumpcji

Produkujemy pewne dobro. W kazdej chwili zuzywamy czesé
produkcji na biezace potrzeby, a reszte inwestujemy. Tempo
wzrostu produkgji jest proporcjonalne do inwestowanej czesci.
Chcemy zmaksymalizowaé konsumpcje na przedziale czasowym
[0, T].

x(t) — ilos¢ wyprodukowana w czasie t

a(t) — cze$¢ srodkéw przeznaczana na inwestycje w chwili t
Ewolucja uktadu rzadzi réwnanie:

X = ax

z warunkiem poczatkowym x(0) = xp. Maksymalizujemy
funkcjonat zysku w postaci:

Pla] = /0 (1 - a)x() dt
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Hamiltonian ma postac:
H(x,p,a) = f(x,a)p+ r(x,a) =axp+ (1 —a)x = x+ ax(p — 1)
Zasada maksimum wyglada nastepujaco:
H(x,p,a) =max{x+ax(p—1): 0<a<1}
Zatem funkcja kontroli jest postaci:

] 1 gd (t)y>1
“(”‘{o gy p() <1

Uktad opisujacy kostan:

p=-1-a(p-1)
p(T) =0
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Zatem kostan jest w postaci:

(t) = el 17t gdy 0<t<T-1
PRO=Y Tt gdy T-1<t<T

Ostatecznie otrzymujemy funkcje kontroli:

1 gdy 0<t<T—-1

O‘(t)_{ 0 gdy T—1<t<T
Pamietajmy, ze zasada maksimum pozwala nam wyznaczy¢ jedynie
"kandydatéw” na kontrole optymalna.
W tym przypadku jednak, z pomoca innych metod, dowodzi sie ze
funkcja « jest kontrolg optymalna.
Funkcje kontroli w tej postaci nazywamy kontrolami typu
"bang-bang".
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Teoria sterowania optymalnego — Zdzistaw Wyderka
An Introduction to Mathematical Optimal Control Theory —
Lawrence C. Evans

Dziekuje za
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