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Rachunek wariacyjny - dziedzina analizy matematycznej
zajmujaca sie znajdowaniem ekstreméw i wartosci stacjonarnych
funkcjonatow.

Powstat jako odpowiedZ na pewne szczegdlne rozwazania w
mechanice teoretycznej. Swa nazwe zawdziecza pierwszej powaznej
pracy na ten temat, Elementa Calculi Variationum napisanej przez
Eulera w 1733 roku. W pdzniejszym okresie rozwinat sie w obszerng
nauke stanowigca podstawe znacznej czesci fizyki teoretycznej.
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Funkcjonat

Funkcjonatem bedziemy nazywaé funkcje / : D — gdzie D jest
zbiorem funkcji klasy C' okreslonych na odcinku domknietym
[a, b]. Zbiér takich funkcji bedziemy traktowaé jako przestrzen
metryczng z metryka zadang przez norme:

lyllo = max |y(x)|

albo:

_ /
Ily|1 e ly ()| + N ly'(x)]

w zaleznosci od potrzeb.

Funkcjonat nazywamy liniowym jezeli jest on ciagty oraz dla
dowolnychys, y» € D a, 3 € zachodzi:

layr + Bya] = ally1] + Bl[y]
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Przyrostem funkcjonatu dla ustalonej funkgji y nazwiemy:
Allhl = Iy + h] = I1y]

odpowiadajacy przyrostowi h zmiennej niezaleznej (dla tego
funkcjonatu) y. Jest to funkcjonat zalezny od h, w ogdlnym
przypadku nieliniowy.
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Przyrostem funkcjonatu dla ustalonej funkgji y nazwiemy:
Allhl = Iy + h] = I1y]

odpowiadajacy przyrostowi h zmiennej niezaleznej (dla tego
funkcjonatu) y. Jest to funkcjonat zalezny od h, w ogdlnym
przypadku nieliniowy.

Rézniczka funkcjonatu

Rézniczka lub wariacja &/ funkcjonatu / nazywamy gtéwna liniowa
cze$¢ przyrostu Al, czyli funkcjonat liniowy (h) spetniajacy:

Allh] = ¢[h] + afh]||Al|

gdzie a — 0 gdy h — 0.
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Zadanie 1

Udowodni¢, ze rézniczka funkcjonatu (gdy istnieje) jest
wyznaczona jednoznacznie.
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Zadanie 1

Udowodni¢, ze rézniczka funkcjonatu (gdy istnieje) jest
wyznaczona jednoznacznie.

Funkcjonat /[y] osiaga ekstremum dla y = y; jezeli istnieje ¢ > 0
taki, ze dla kazdego h: ||h|| < e wyrazenie I[yo + h] — I[yo]
zachowuje znak.

Gdy uzywamy normy || - ||o ekstremum takie nazywamy silnym, w
przypadku normy || - ||; mamy do czynienia z ekstremum sfabym.
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Zadanie 1

Udowodni¢, ze rézniczka funkcjonatu (gdy istnieje) jest
wyznaczona jednoznacznie.

Funkcjonat /[y] osiaga ekstremum dla y = y; jezeli istnieje ¢ > 0
taki, ze dla kazdego h: ||h|| < e wyrazenie I[yo + h] — I[yo]
zachowuje znak.

Gdy uzywamy normy || - ||o ekstremum takie nazywamy silnym, w
przypadku normy || - ||; mamy do czynienia z ekstremum sfabym.

Twierdzenie

Warunkiem koniecznym na to, aby funkcjonat /[h] osiagat dla
y = Yo ekstremum, jest, aby rézniczka (o ile istnieje) byta réwna
zeru.

Funkcje yo dla ktérej 6/ = 0 nazywamy ekstremala.
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Zatézmy, ze funkcjonat I[y] osiaga ekstremum dla yp oraz 6/ # 0.
Nie zmienia sie zatem znak wyrazenia:

Al = Ilyo + k] — 1[H]

m]

=

DA
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Zatézmy, ze funkcjonat /[y] osiaga ekstremum dla yp oraz §/ # 0.
Nie zmienia sie zatem znak wyrazenia:

Al = Ilyo + k] — I[H]
Jednakze, z zatozenia istnienia rézniczki
Ilyo + h] — I[h] = 1[h] + a[h] - |||

Sktadnik afh] - ||h|| jest wartoscig nieskonczenie maty nizszego
rzedu niz 0/[h] gdy ||h|| — 0. Zatem dla dostatecznie matych ||h||
to rézniczka decyduje o znaku wyrazenia.
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Zatézmy, ze funkcjonat /[y] osiaga ekstremum dla yp oraz §/ # 0.
Nie zmienia sie zatem znak wyrazenia:

Al = Ilyo + k] — I[H]
Jednakze, z zatozenia istnienia rézniczki
Ilyo + h] — I[h] = 1[h] + a[h] - |||

Sktadnik afh] - ||h|| jest wartoscig nieskonczenie maty nizszego
rzedu niz 0/[h] gdy ||h|| — 0. Zatem dla dostatecznie matych ||h||
to rézniczka decyduje o znaku wyrazenia.

Z liniowosci otrzymujemy natomiast:
dI[—h] = —4l[h]

A wiec w dowolnym otoczeniu Al moze by¢ zaréwno dodatnie jak i
ujemne. Sprzecznos¢.
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Podstawowy lemat rachunku wariacyjnego
Jezeli f(x) jest funkcja ciagta na odcinku [a, b] ktéra dla kazde;
funkgji ciagtej h(x) spetnia réwnanie:

b
/a F(x)h(h) x = 0

to wtedy: f(x) =0
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Krzywa najkrétszego spadku

Dla danych dwéch punktéw A, B w jednorodnym polu
grawitacyjnym znalez¢ taka krzywa, ktéra toczaca sie bez tarcia
kulka pokona w najkrotszym czasie. Krzywa taka nazywamy
brachistochrona.
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Krzywa najkrétszego spadku

Dla danych dwéch punktéw A, B w jednorodnym polu
grawitacyjnym znalez¢ taka krzywa, ktéra toczaca sie bez tarcia
kulka pokona w najkrotszym czasie. Krzywa taka nazywamy
brachistochrona.

05+
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Wprowadzmy dogodny dla nas uktad wspétrzednych: 0§ Oy
skierowana do dotu, A = (0,0) B = (xo, o). Wyprowadzmy wzér
na czas ruchu po krzywe;j:

e [
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Wprowadzmy dogodny dla nas uktad wspotrzednych: 0§ Oy
skierowana do dotu, A = (0,0) B = (xo, o). Wyprowadzmy wzér
na czas ruchu po krzywe;j:

[ [

Rozwazany system jest systemem izolowanym, a jednorodne pole
grawitacyjne jest polem o potencjale mgy zatem mozemy
skorzystac z zasady zachowania energii mechanicznej:

2
mv
5 = mey = v=+v2gy

Podstawiajac do poprzedniego réwnania i ustalajac przedziaty
catkowania otrzymujemy wzér:

_ L ope 102
t_\/ﬂ/o y
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Otrzymany wzoér przypisuje kazdej krzywej taczacej punkty A, B
wartos¢ liczbowa odpowiadajaca czasie spadku. Definiuje zatem
funkcjonat w najprostszej postaci rozwazanej w rachunku
wariacyjnym:

= [ Flxyy)x
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Otrzymany wzoér przypisuje kazdej krzywej taczacej punkty A, B
wartos¢ liczbowa odpowiadajaca czasie spadku. Definiuje zatem
funkcjonat w najprostszej postaci rozwazanej w rachunku
wariacyjnym:

= [ Flxyy)x

Wyznaczymy teraz ogélng metode
znajdowania ekstremal funkcjonatéw
tego typu. Niech h bedzie funkcja klasy
C! taka, ze h(a) = h(b) = 0. Funkcje
taka czesto nazywa sie wariacja funkcji.
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Liczymy przyrost funkcjonatu

A/[h]—/[y+h1—/[y]=/ab Flry.y) ~ Flxoy + by + H)x =
b oF

Sy (ny)h+

(,y,y)h +o (\/m))

m]

=

DA
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Liczymy przyrost funkcjonatu:
b
AR =1y + H =1 = [ F(x.y,y) = Flx,y + by + H)x =
b oF OF
_/ (x,y,y)h+ — (X,y,y’)h’+o(\/h2+h’2))x

8 /!
Z jednoznacznoéci rézniczki funkcjonatu otrzymujemy:

b oF OF
ol 2/3 @(X,y,y')thaT/,(X?y,y')h’X
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Liczymy przyrost funkcjonatu:
b
AR =1y + H =1 = [ F(x.y,y) = Flx,y + by + H)x =
b oF OF
_/ xyy)h—i—8 ,(X,y,y’)h’+o(\/h2+h’2))x
Z jednoznacznosci rézniczki funkcjonatu otrzymujemy:
b oF oF
5/2/3 @(X,y,y’)h Dy ——(x,y,y")h x
Drugi sktadnik catkujemy przez czesci:
b oF OF > b (OF
o= gt~ ) 5 (o) ox
/aa,(yy) a7, a,(yy)

Z—/ab (SF,(ny)>h

Bartosz Wréblewski Rachunek wariacyjny




b /9F OF
5/—/3 (§(X,y,y) a,(ny))hx

Aby funkcja y byta ekstremalg musi zachodzi¢ §/ = 0 Vh. Zatem
na mocy Lematu otrzymujemy

m]

=
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b /OF OF
5/—/a (ay(x,y,y) a,(xyy)>hx

Aby funkcja y byta ekstremalg musi zachodzi¢ §/ = 0 Vh. Zatem
na mocy Lematu otrzymujemy:

Réwnanie Eulera-Lagrange'a

Warunkiem koniecznym na to, aby funkcjonat:

M= [ Foory)s

okredlony na zbiorze funkcji y = y(x)a < x < b klasy C!
spetniajacych y(a) = ay(b) = B osiagat dla danej funkcji y(x)
ekstremum, jest, aby ta funkcja spetniata réwnanie
Eulera-Lagrange'a:

Bartosz Wréblewski Rachunek wariacyjny



Rozpatrzmy przypadki w ktérych réwnanie to upraszcza sie:
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Rozpatrzmy przypadki w ktérych rownanie to upraszcza sie:
o F=F(x,y) wtedy 2 8y' =0 a zatem:

oF
=0
dy
- zwykte réwnanie uwiktane okreslajace jedna lub kilka

krzywych
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Rozpatrzmy przypadki w ktérych réwnanie to upraszcza sie:
e F = F(x,y) wtedy g—yF, =0 a zatem:

oF
=0
dy
- zwykte réwnanie uwiktane okreslajace jedna lub kilka
krzywych
o F = F(x,y') wtedy xay' =0 a zatem:
oF
oy’

- réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu nie zawierajace y, a
zatem w postaci: y' = f(x, C)
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Rozpatrzmy przypadki w ktérych rownanie to upraszcza sie:
o F=F(x,y) wtedy 2 dy’ =0 a zatem:

oF
=0
dy
- zwykte réwnanie uwiktane okreslajace jedna lub kilka
krzywych
o F = F(x,y') wtedy xay' =0 a zatem:
oF
oy’

- réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu nie zawierajace y, a
zatem w postaci: y' = f(x, C)
e F=F(y,y') wtym przypadku:
OF __OF _OF F , &F ,
dy x0y Oy 82y’y 8y’8yy

Bartosz Wréblewski Rachunek wariacyjny




Zauwazmy, ze:

oF
_ A
X (F yay/)
LOF 0P, OF 0
— Ox 8yy ay/y

8}/' -y
y/ a_F_62F " 82,_— ,

_ ,(6,_—
8y/8yy =y
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/82_Fy/ o y/ 82[—_
02y

" __
3 " X3y
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=
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Zauwazmy, ze:

OF
F
( yﬁy)
_8F+8F ,+(9i " l/ai_ 1827F o /82F "n_
“ax "oayY Tayr Yoy YeryY TV apayY T

,(0F 0*F ,  0°F ,(aF aF)
=Y \3, ;2 — Y | =Y \50 a0 T
dy 0%y ay'dy dy  x0y

A wiec otrzymujemy réwnanie w postaci:

x|

B ,OF
y8y

- rébwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu (catka pierwsza réwania
E-L) Fakt ten czasami nazywany jest tozsamoscia Beltramiego.
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Wré6émy teraz do rozwazan na temat brachistochrony. Zauwazmy
ze mozemy skorzystaé z tozsamosci Beltramiego. Otrzymujemy
zatem:

1+ Y2y
y 2,/(1+())y

=C
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Wré6émy teraz do rozwazan na temat brachistochrony. Zauwazmy
ze mozemy skorzystaé z tozsamosci Beltramiego. Otrzymujemy

zatem:
/1 )2 y'- 2y
\/ 1+

Zatem po przeksztatceniach:

y(1+()?)=¢
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Wré6émy teraz do rozwazan na temat brachistochrony. Zauwazmy
ze mozemy skorzystaé z tozsamosci Beltramiego. Otrzymujemy

zatem:
/1 )2 y'- 2y
\/ 1+

Zatem po przeksztatceniach:

y(1+()?)=¢

Zadanie 2

Rozwigza¢ wyprowadzone réwnanie rézniczkowe wprowadzajac
parametr t i przyjmujac y’ = ctg t. Dowie$é ze rozwigzaniem tym
jest fragment cykloidy.
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Rysunek : Poréwnanie prostej i brachistochrony taczacych dwa punkty

Ciekawostka: Brachistchrona jest takze izochrona.
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Uogdlnienie na przypadek wielowymiarowy

Analizujac dowdd tatwo zauwazy¢ jak uogdlni¢ réwnania E-L na
przypadek wielowymiarowy. Mamy dany funkcjonat w postaci:

b
ol = | F(tau(e), qi(o)... anl®), dh(0)x

a
okreslony na przestrzeni krzywych w ", rézniczkowalnych,
spetniajacych g(a) = A, q(b) = B. Krzywa q : [a, b] —" jest
ekstremalg wtedy, i tylko wtedy gdy spetnia uktad réwnan
rézniczkowych:
oF oF
dqi x 0q!
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Literatura:

@ "Rachunek wariacyjny” - I.M. Gelfand, S.W. Fomin
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