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Zadanie 39. Oblicz pierwsze dwie iteracje Picarda dla zagadnieii: a) 3/ = 2 + y2, y(0) = 1,

b)y =e" +y? y(0) = 0.

Zadanie 40. Wyprowadz wzor na n-ta iteracje Picarda y,(z) i oblicz jej granice gdy n — oo dla
podanych zagadnien Cauchy’ego: a) 3 = —y, y(0) =1, b) ¥v¥=x+y, y(0)=1,

o) y=2zy, y(0)=1, d) y+y*=0 y(0)=0.

Zadanie 41. Oblicz kolejne iteracje Picarda dla zagadnienia Cauchy’ego v/ = 2t(y + 1), y(0) =0 i
udowodnij, ze zbiegaja one do rozwiazania y(t) = et” — 1.

Zadanie 42. Udowodnij, ze y(t) = —1 jest jedynym rozwigzaniem zagadnienia y' = ¢(1 + y),
y(0) = —1. (Wsk. zastosuj Lemat Gronwalla.)

Zadanie 43. Dla podanich nizej zagadnienn Cauchy’ego udowodnij, ze rozwiazanie y = y(t) istnieje
na zadanym przedziale. Powtarzajac rozumowanie podane na wykladzie udowodnij, ze jest to jedyne
rozwiazanie. a) y =y*+cost?, y(0)=0, 0<t<1/2,

b) ¢ =1+y+y?cost, y(0)=0, 0<t<1/3,

) Y =t+yh y(0)=0, 0<t<(1/2)%3

) Y =e P +y? y(0)=0, 0<t<1/2,

) y=e 4y’ y(1)=0, 1<t<1+/e/2

f) y=y+e¥+et y0)=0 0<t<1.

Zadanie 44. Wskaz przedzial (mozliwie najwiekszy), na ktorym istnieje rozwiazanie zagadnienia:
a)y =2y —t,y(l) =1, b)y =t+eY, y(1) =0.

Zadanie 45. Uzasadnij, ze zagadnienie v/ = 1 + %2, %(0) = 0 nie ma rozwigzania okreslonego na
calej prostej.
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Zadanie 46. Czy wykresy dwoch réznych rozwiazan danego réwnania moga sie przecina¢ w pew-
nym punkcie (¢g,yo) jezeli rownaniem tym jest:

a) y' =y’ +t, b)y' =y'/? 7

Wyznacz mozliwie wszystkie takie punkty (¢, o).

Zadanie 47. Wykazaé, réwnowaznos¢ Lematow Gronwalla: catkowego z rézniczkowym.

Zadanie 48. Uzywajac metody Eulera z krokiem h = 0, 1 wyznacz przyblizong warto$¢ rozwiazania
dla t = 1. Oszacuj btad jaki popelniamy. Nastenie znajdz rozwigzanie podanego zagadnienienia i
poréwnaj otrzymang warto$¢ z wartoscia rzeczywista.

a)y =1+t—y, y(0) =0, y' = 2ty, y(0) = 2, vy =1+y*—12 y(0)=0.
Zadanie 49. Oszacuj btad jaki popelniamy uzywajac metody Eulera z krokiem h aby znalezé
przyblizona warto$¢ rozwiazania zagadnienia y’ = (t>+y?)/2, y(0) = 1 dla dowolnego t € [0,2/5].
Wskazowka: Rozwazaj prostokat R: 0 <t <1, 0 <y < 2.

Zadanie 50. Wyznacz odpowiednig wielko$¢ kroku h w metodzie Eulera tak aby btad, ktéry popel-
niamy wyznaczajac wartoééi rozwigzania zagadnienia 3 = ¢¥ —y?, y(0) = 0 w dowolnym punkcie
t € [0,1/e] byt nie wigkszy niz 0,0001.

Zadanie 51. Zbadaj ilos¢ rozwiazan w zaleznosci od wartosci parametru a:
y' =y* y(0) =0,
Kiedy stosowaé¢ mozna twierdzenie Picarda-Lindel6fa?

Zadanie 52. Wykazaé, ze funkcja f, klasy C', spelia dla dowolnego = warunek Lipschitza
[f(y) = f@)| < Llz —yl, y € (x — 6,2+ )

z pewna stala L = L(d,xz) > 0 oraz 06 > 0. W Twierdzeniu Picarda-Lindolofa ostabi¢ zalozenie
regularnosci klasy C! nalozonego na funkcje y — f(t,%) do warunku Lipschitza.

Zadanie 53. Poréwna¢ schematy numeryczne (Eulera, zmodyfikowany Eulera i Rungego Kutty)
dla réwnania y' = 1+%2, y(0) = 0 (por. Rozdziat 11, http://im0.p.lodz.pl/ bprzeradzki/rrzw.pdf).
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