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Zadanie 105. Zbadaé stabilnos¢ rozwiazania zerowego na prostej rozwiazujac uktad:

)y =y, by=-y, y=0, Y=y’ ey=-y, 0y=y"

Zadanie 106. Ustal czy rozwiazania stacjonarne z(t) = 0 i x(¢t) = 1 réwnania 2’ = z(1 — z)
sa stabilne czy niestabilne w sensie Lapunowa. Zrob to zadanie na dwa sposoby: bezposrednion,

badajac rozwigzania, oraz konstruujac funkcje Lapunowa (tylko w przypadku stabilnosci, por. Z.
112).

Zadanie 107. Podobne polecenie dla rozwigzan x(t) = 0 i z(¢) = 1 rownania '’ = —z(1 — z).

Zadanie 108. Rozwazamy réwnanie rézniczkowe x’ = x2. Udowodnij, ze wszystkie rozwigzania z
warunkiem poczatkowym x(0) > 0 sa niestabilne, natomiast rozwiazania z warunkiem poczatkowym
2(0) < 0 sa stabilne w sensie Lapunowa.

Zadanie 109. Zbada¢ stabilnosé¢ rozwiazania r = y = 0 uktadéw:
/

a) 2 = —y, y =23 b) 2’ =y, 1y =sinx; o) =y, y =tguz.

Zadanie 110. Zbadaé¢ punkty stacjonarne uktadu z’ = zy 4+ 12, ¢ = 22 + y?> — 25 i okregli¢ ich
stabilno$é.

Zadanie 111. Udowodnij, ze stabilno$¢ rozwiazan dowolnego rozwiazania Z(t) rownania niejed-
norodnego ¥ = AT + f(t) jest rownowazna stabilnosci rozwigzania stacjonarnego T = 0 réwnania
jednorodnego 7’ = Ax.

Zadanie 112. Podaé¢ przyktad ukltadu réownan, do ktérego mozna zastosowaé Twierdzenia Lapu-
nowa o niestabilnosci:

Niech dana bedzie funkcja V(z) klasy C' w pewnym zbiorze @, bedacym otoczeniam poczatku
uktadu wspoltrzednych. Jezeli funkcja V(x) spetnia warunki:

i) V(0) =0,

ii) dla kazdgo € > 0 istnieje z, taki ze |z| < e i1 V(z) >0,

i) VV - f>0dlax € Q\ {0},

to rozwiazanie zerowe réwnania autonomicznego ' = f(z) nie jest stabilne w sensie Lapunowa.
Uwaga. W przypadku stabilnosci ii) zastepujemy dodatnioscia, a w iii) zmieniamy znak.

Zadanie 113. Udowodni¢, ze rozwigzanie rownania 2’ = a(t)z, gdzie a(t) jest funkcja ciagla, jest
stabilne w sensie Lapunowa wtedy i tylko wtedy, gdy limsup,_, , ., fg a(s) ds < +oc.

Zadanie 114. Zbadaé stabilnos¢ lub brak stabilnosci rozwiazania zerowego ukladéw réwnan:
a)a' =2’ —y, ¢ =a+y’
b’ =y—az+zy, ¢yY=z-y—=

c)r' =2y —2°, oy =—x—y +9°.
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Zadanie 115. Zalézmy, ze przynajmniej jedna warto$¢ wlasna operatora liniowego A na IR"™ ma
Scisle dodatnia cze$é¢ rzeczywista. Pokazaé¢, ze dla dowolnego € > 0 istnieje rozwiazanie réwnania
& = Ax takie, ze [|z(0)| < e oraz limy_, [|2(t)]| = 0.

Zadanie 116. Znalez¢ warunek konieczny i dostateczny na stabilnos¢ rozwigzania zerowego uktadu
dwoéch réwnan liniowych jednorodnych o statych wspoétezynnikach.

Zadanie 117. Dany jest uklad rownan 2" = f(z) z niewiadoma x = (z1,...,zy), gdzie f(x) =
—Vo(z)=— (6—@ cee (2—‘3), a ®(x) jest funkcja skalarng klasy C2. Sprawdzi¢, ze funkcja U(A, B) =

x1?
(A} + ...+ A2)/2 + ®(B) spelnia tozsamosé LU (2/(t),z(t)) = 0 dla dowolnego rozwiazania tego
uktadu. Funkcja U nazywa sie catkq pierwszg tego uktadu. Poréwnaj z przypadkiem skalarnym,
tzn. n = 1 przedstawionym na wykladzie jako ukltady zachowawcze z jednym stopniem swobody.
W przypadku ogélnym n > 1 mamy do czynienia z uktadem zachowawczym z n-stopniami swobody.



