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Zadanie 151. Rozwiazac zagadnienie poczatkowo-brzegowe z rownaniem ciepta: u; = uz,, (0, )
sgn(z),z € (=1,1) wu(t,0) = u(t,1) = 0,t > 0 rozwijajac funkcje znaku sgn(z) w szereg Fourie-
ra na (—1,1) (ew. rownowaznie na przedziale (0,1) wzgledem sinuséw funkcje stale réwna jeden)
i przedtuzajac zagadnienie okresowo ze wzgledu na x z okresem 2. Wykazaé, ze rozwiazanie jest
dwukrotnie rézniczkowalne dla ¢t > 0, wykorzystujac zbieznosé jednostajna odpowiednich szeregdw
pochodnych. Zinterpretowaé efekt regularyzacji parabolicznej tzn. poprawiania regularnosci rozwia-
zania startujacego z funkcji nieciagte;j.

Zadanie 152. Rozwiazac zagadnienie poczatkowo-brzegowe z rownaniem ciepla: u; = gy, u(0,z)
% — |z — %\,:p € (—1,1) wu(t,0) =u(t,1) =0,t > 0 przedtuzajac zagadnienie okresowo ze wzgledu
na x z okresem 2. Wykazaé, ze rozwiazanie jest dwukrotnie rézniczkowalne dla ¢ > 0, a ciagte dla
t > 0. Zinterpretowaé efekt regularyzacji parabolicznej tzn. poprawiania regularnosci rozwiazania
startujacego z funkcji ciagle;j.

Zadanie 153. Rozwin w szereg Fouriera nastepujace funkcje f okreslone na przedziale (0, 1) prze-
dtuzajac je do funkcji

(i) parzystej na (—1,1),

(ii) nieparzystej na (—1,1),

a nastepnie na calg prosta:

a)x?, b)x, c¢)lz|, d)sin(rz), e) cos(rz), f)1,anastepnie wykorzystaj to do rozwigzania
rownania ciepla i fali z warunkiem poczatkowym f(z) dla € (0,1) dla t = 0 (dla réwnania falo-
wego zaloz dodatkowo, ze u.(0,z) = 0) oraz warunkiem brzegowym zerowym u(¢,0) = u(t,1) =0
dla t > 0. Uzasadnij, ze okresowo przedtuzone u odpowiada rozwiazaniu w postaci d’Alamberta na
proste;j.

Zadanie 154. Sprawdz, ze u,(z,y) = sinh na sin ny jest rozwigzaniem rownania g, +tyy = 0. Ja-
kie rownanie spelniaja funkcje z, (x) jesli poszukujemy rozwiazan tego rownania w postaci u, (x,y) =
sin nyz,(x), a jakie gdy u,(z,y) = sinhnyz, (z). Sformutuj odpowiednie warunki brzegowe dla z = 0
ix = 7 tak aby u byto rozwiazaniem odpowiedniego zagadnienia brzegowego w wyzej wymienionych
przypadkach. Jakie warunku poczatkowe na u(zx,0) i uy(x,0) dla z € (0, 7) nalezy sformutowaé¢ aby
jedna z funkcji u, byta rozwigzaniem zagadnienia poczatkowo-brzegowego dla rownania Laplace’a?
Podobne pytanie mozna sformutowaé¢ dla kombinacji fukcji w,, oraz nieskoriczonej kombinacji u,
czyli opdowiedniego szeregu Fouriera ze wzgledu na jedna zmienna.

Zadanie 155. Rozwiazaé¢ zagadnienie poczatkowo-brzegowe z rownaniem falowym (struny): uy =
Ugg, u(0,2) = f(x),u(z,0) =0,z € (—1,1) u(t,0) =wu(t,1) =0,t > 0rozwijajac funkcje f(z) =
sgn(x) w szereg Fouriera na (—1, 1) (ew. rownowaznie na przedziale (0, 1) wzgledem sinuséw funkcje
stale rowna jeden) i przedtuzajac zagadnienie okresowo ze wzgledu na z z okresem 2. Analogicznie
dla f(z) = 1/2—|z—1/2|. Wykaza¢, ze rozwiazanie jest dwukrotnie rozniczkowalne, ale nie wszedzie
dla t > 0. Pokazaé, ze nieciagltosdci warunku poczatkowego czy tez jego pochodnej zadanego dlat = 0
przenosza si¢ wewnatrz obszaru wzdtuz charakterystyk dla ¢t > 0 na rozwiazanie i nie mamy tu efektu
regularyzacji parabolicznej rozwigzania jak w réwnaniu ciepta.

Zadanie 156. Sprowadzi¢ rownanie Blacka-Scholesa

1
UT == 502327}55 + (T - 5)8”5 — TV = 0

przez zamiane zmiennych Ku(t,x) = v(T — %, Ke*)=v(r,s), 7=T — %, s = Ke” do rownania o

stalych wspotczynnikach uy = um—l—(@uw—%u = 0, ktore przez podstawienie w(t, z) = exp(at+
bx)u(t, z) sprowadza si¢ do rownania ciepla z rozwiazaniem danym przez wzor w(zx,t) = \/%me_'ﬁ/ 4t

(sprawdzic¢!). Wiecej szczegotow znajdziecie w: Rafat Ciesielski "Model Blacka-Scholesa”


http://www.fuw.edu.pl/~ciesiel/essey.pdf

