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Zadanie 1. Sprawdz, czy podana funkcja jest rozwiazaniem podanego rownania rézniczkowego:
a) z(t) =tgt, 2’ =1+a? b) z(t) = 22t tz' + x = cost.

t

Rownania o zmiennych rozdzielonych

Zadanie 2. Znalez¢ rozwiazania ogblne nastepujacych réwnan rézniczkowych o rozdzielonych zmien-
nych i naszkicowa¢ ich wykresy dla réznych statych C:

a)y' = ey, b) y' = Vz/y, )y = \ly/.

Zadanie 3. Znajdz rozwigzania nastepujacych rownan spetniajacych podany warunek poczatkowy:
a)y' =2, y(0) =2, b)y' =y/z, y(1) =5, )y = —ye”, y(0) =1/2.

Zadanie 4. Rozwiaz réwnania nie rozdzielajac rézniczek dy i dt (czyli catkujac metoda "klasyczna”):
a)y' =(1+t)(1+y), b))y =etv.

Zadanie 5. Rozwiaz zagadnienia poczatkowe nie rozdzielajac rézniczek dy i dt:

a)zyy' =z, y(1)=1, by = -y’ y(0)=1/2.

Zadanie 6. Réwnania postaci dy/dt = f(y/t), gdzie f jest dana funkcja, nazywamy réwnaniem
jednorodnym. Udowodnij, jezeli y jest rozwiazaniem réwnania jednorodnego, to funkcja v(t) = y(t)/t
spetnia réwnanie o zmiennych rozdzielonych t(dv/dt) + v = f(v).

Zadanie 7. Rozwiaz réwnania jednorodne:

20 +t—ta' =0, ta'=x—te*t, ta' =uxcos (log f) .

Zadanie 8. Dla danej rodziny krzywych znajdz trajektorie ortogonalne:

y=Cz% y=Csinz, y=0Ce, 2*>+y>=Cur.

Rownania lintowe pierwszego rzedu

Zadanie 9. Znajdz catke ogélna (tzn. rozwiagzanie ogélne) réwnan liniowych mnozac je przez odpo-
wiedni czynnik catkujacy:

¥ +xcost=0, a+tx=t% I+ liZQx = H%tg, ' +x = tel.

Zadanie 10. Rozwiaz nastepujace zagadnienia poczatkowe bez znajdowania rozwigzania ogélnego:

Y+ V1+2y=0, y(0)=+5; Y +ty=14+t, y(3/2)=0.

Zadanie 11. Jaki warunek musza spemhiac funkcje p(t) i ¢(t) wystepujace w réwnaniu liniowym
postaci 2’ + a(t)x = f(t), by bylo ono réwniez réwnaniem o zmiennych rozdzielonych. Rozwiaz je w
sposob wlasciwy dla tego typu réwnan.

Zadanie 12. Udowodnij, ze dla réwnania 2’ 4+ a(t)z = f(t), gdzie a i f sa funkcjami ciagltymi,
a(t) = ¢ >0, oraz lim;_., f(t) = 0, zachodzi relacja lim; ., x(t) = 0.

Zadanie 13. Udowodnij, ze réwnanie Bernoulliego 2’ 4 a(t)z = b(t)z™, m € IR, sprowadza sie przez
zamiane zmiennych z(t) = z(t)'™™ do réwnania liniowego. Rozwiaz réwnania: ta’ + x = x2logt,
= tr + t32%

Zadanie 14. Réwnanie postaci 2’ + a(t)z = b(t)z% + f(t), gdzie a, b, f sa danymi funkcjami, nazywa
sie rownaniem Riccatiego. Nie istnieje ogdlny sposob catkowania tego réwnania. Udowodnij, ze jezeli
znamy jedno rozwiazania x1(t), to funkcja u(t) = x(t) — x1(t) spelnia réwnanie Bernoulliego.
Zadanie 15. Znalez¢ rozwiazania szczegélne nastepujacych rownan Riccatiego, zredukowaé je do
rownan typu Bernoulliego i scatkowac:

20 +te + 222 =4, 2’ +2xel — 2% =¥ + €l

Roéwnania zupeine

Zadanie 16. W podanych réwnaniach dobierz statg a tak, aby byto ono zupetne, a nastepnie rozwiaz

jer t 4+ ye?™ + ate®™y = 0, %2 + y% + (a';;l)y' =0.
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Zadanie 17. ZnajdZ wszystkie funkcje f(t), dla ktérych réwnanie y?sint + yf(t)(dy/dt) = 0 jest
zupele. Rozwiaz rownanie dla tych f.

Zadanie 18. Znalez¢ wspotezynnik f = f(t) w réwnaniu f(t)z’' +t*+z = 0, jezeli wiadomo, ze ma
ono czynnik calkujacy postaci u(t) = t.

Zadanie 19. Réwnanie liniowe niejednorodne (dy/dt)+a(t)y = b(t) nie jest zupetne. Znajdz czynnik
catkujacy.

Zadanie 20. Rozwiaza¢ réwnania w postaci rézniczek zupelnych:

2 dt + (12 —2?) do =0, e *dt — (2z +te ™) dx = 0.

Zadanie 21. Sprawdz, ze podana funkcja u(x,t) jest czynnikiem catkujacym danego réwnania.
Rozwigz réwnanie.

a) Gzydr+ (4y +922)dy =0, pu(z,t) =y>

b)  —y*dr+ (2* +ay)dy =0, p(z,y)=1/(z%)

c) ylrx+y+1l)der+(x+2y)dy=0, plz,y)=e"

Zadanie 22. Réwnanie rézniczkowe moze mieé¢ wiecej niz jeden czynnik catkujacy. Udowodnij, ze
pi(z,y) = 1/(xy), pol(x,y) = 1/y?, ps(z,y) = 1/(2? + y*) sa czynnikami calkujacymi réwnania
ydr — xzdy = 0. Uzasadnij, ze otrzymane przy pomocy tych czynnikow catkujacych rozwiazania sa
rOwnowazne.

Zadanie 23. Scatkowa¢ réwnania metoda czynnika catkujacego:

(g + 1) dx + (% — 1) dy = 0, (22 + y)dx — xdy = 0, (y + 2?)dy + (v — zy)dx = 0.
Zadanie 24. Uzasadnij, ze réwnanie o zmiennych rozdzielonych M(t) + N(y)(dy/dt) = 0 jest zu-
pelne.

Zadanie 25. Uzasadnij, ze jezeli OM /0y = ON/0Ot, to wyrazenie M (t,y) — [(ON(t,y)/0t)dy nie
zalezy od od y (tzn. zalezy tylko od t).

Zastosowania rownan I-go rzedu

Zadanie 26. Pewna osoba uczy sie pisa¢ na maszynie. Niech N oznacza maksymalng liczbe stow
jakie potrafi napisa¢ ona napisa¢ w ciagu minuty. Zatézmy, ze predko$¢ zmian N (tzn. N'(t)) jest
proporcjonalna do réznicy pomiedzy N oraz gorng granicg 140. Rozsadnym jest zatozy¢, ze na po-
czatku osoba ta nie potrafita napisa¢ zadnego stowa (tzn. N(0) = 0). Okazalo sig, ze osoba ta potrafi
napisa¢ 35 stéw na minute po 10 godzinach uczenia sie.

a) Ile stéw na minute bedzie pisa¢ ta osoba po 20 godzinach uczenia sie?

b) Jak dtugo musi ona ¢wiczy¢, aby napisa¢ 105 stéw na minute?

Zadanie 27. Plotka rozprzestrzenia sie¢ w populacji liczacej 1000 os6b z predkoscia proporcjonalng
do iloczynu liczby 0sob, ktore juz styszaly te plotke oraz liczby oséb, ktére jeszcze nie styszaly tej
plotki. Zat6zmy, ze 5 0s6b rozprzestrzenia plotke i po jednym dniu wie o niej juz 10 osob. Ile czasu
potrzeba, aby o plotce dowiedziato sie¢ 850 oséb?

Zadanie 28. (Inny model rozprzestrzeniania sie plotki). Zatézmy teraz, ze plotka rozprzestrzenia sie
w populacji liczacej 1000 os6b wedtug prawa Gompertza:

—(73/520)¢

gdzie y(t) jest licza oséb, ktore styszaty plotke po ¢ dniach. Zatézmy, ze 5 0s6b rozprzestrzenia plotke
i po jednym dniu wie o niej juz 10 oséb. Ile czasu potrzeba, aby o plotce dowiedziato sie¢ 850 oséb?
Zadanie 29. Epidemia grypy w populacji liczacej 50000 oséb rozprzestrzenia si¢ wedlug prawa
Gompertza:

gdzie y(t) oznacza liczbe zarazonych grypa po t dniach. Zat6zmy, ze na poczatku byto 100 chorych,
a po 10 dniach — 500. Kiedy potowa populacji bedzie zarazona?



Zadanie 30. Wiadomo, ze szybkos¢ zmian temperatury danego ciata jest proporcjonalna do réznicy
miedzy temperatura tego ciata i temperatura otoczenia (prawo Newtona). Zakladamy, ze S(0) =
100°C' w temperaturze otoczenia 20°C". Po dziesigciu minutach temperatura ciata wynosita 60°C". Po
ilu minutach cialo bedzie miato temperature 25°C"?

Zadanie 31. Cialo zamordowanego znaleziono o 19:30. Lekarz sadowy przybyt o 20:20 i natychmiast
zmierzyl temperature ciala denata. wynosita ona 32,6° C. Godzine pdzniej, gdy usuwano ciato,
temperatura wynosita 31,4°C. W tym czasie temperatura w pomieszczeniu wynosita 21°C. Najbar-
dziej podejrzana osoba, ktéra moglta popetni¢ to morderstwo — Jan G., twierdzi jednak, ze jest nie
winny. Ma alibi. Po potudniu byl on w restauracji. O 17:00 mial rozmowe zamiejscowa, po ktorej
natychmiast opuscit restauracje. Restauracja znajduje sie 5 minut na piechote od miejsca morderstwa.
Czy alibi to jest niepodwazalne?

Zadanie 32. (Cigg dalszy zadania poprzedniego). Obronca Jana G. zauwazyt, ze zamordowany byt
u lekarza o 16:00 w dniu Smierci i wtedy jego temperatura wynosita 38, 3°C. Zalézmy, ze taks tem-
perature mial on w chwili émierci. Czy mozna dalej podejrzewac, ze Jan G. popetnil to morderstwo?
Zadanie 33. Zal6zmy, ze nowa pojedyncza czasteczka C tworzy sie z pojedynczych czasteczek sktad-
nikow Ai B (A+ B — C). Predkosé¢ tempa pojawiania sie czasteczek produktu C' jest wprost pro-
porcjonalna do iloczynu sktadnikéw A i B. Napisz funkcje C(t) jako funkcje t. Zaloz, ze poczatkowe
stezenie skaldnikéw A to a g;fji, sktadnika B - b g:sé i na poczatku nie ma zadnych czasteczek pro-
duktu C. Rozwiaz tak otrzymane zagadnienie. Jesli a = b, to jak wyglada rozwiazanie? Ile zwigzku
C powstalo po 20 sekundach?

Zadanie 34. Nietypowa reakcja jest reakcja: Hy + Bry — 2H Br. Réwnanie ktore opisuje predkosé
pojawiania sie H Br dane jest wzorem

d[H Br]

o = kH|([Br])z.
Napisz rownanie dla z(t) = [H Br]. Zal6z, ze poczatkowe stezenie skatdnikéw A to a g%, sktadnika
B-b g’;‘r‘;ﬁ i na poczatku nie ma zadnych czasteczek H Br.

a) dla a = b znajdz rozwiazanie réwnania.

b) znajdz rozwiazanie dla a > b (podpowiedz u = /b — x).

Andrzej Raczynski



