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Iteracja Picarda
Zadanie 35. Oblicz pierwsze dwie iteracje Picarda dla zagadnienia y′ = t2 + y2, y(0) = 1.
Zadanie 36. Oblicz pierwsze trzy iteracje Picarda dla zagadnienia y′ = et + y2, y(0) = 0.
Zadanie 37. Wyprowadź wzór na n-ta

‘
iteracje

‘
Picarda yn(x) i oblicz jej granice

‘
gdy n → ∞ dla

podanych zagadnień Cauchy’ego:
a) y′ = −y, y(0) = 1 b) y′ = x+ y, y(0) = 1
c) y′ = 2xy, y(0) = 1 d) y′ + y2 = 0, y(0) = 0
Zadanie 38. Oblicz kolejne iteracje Picarda dla zagadnienia Cauchy’ego y′ = 2t(y + 1), y(0) = 0 i
udowodnij, że zbiegaja

‘
one do rozwia

‘
zania y(t) = et

2 − 1.

Zastosowania Twierdzenia Picarda-Lindelöfa
Zadanie 39. Udowodnij, że y(t) = −1 jest jedynym rozwia

‘
zaniem zagadnienia

y′ = t(1 + y), y(0) = −1. (Wsk. zastosuj Lemat Gronwalla.)
Zadanie 40. Dla podanich niżej zagadnień Cauchy’ego udowodnij, że rozwia

‘
zanie y = y(t) istnieje

na zadanym przedziale. Powtarzaja
‘
c rozumowanie podane na wykladzie udowodnij, że jest to jedyne

rozwia
‘
zanie.

a) y′ = y2 + cos t2; y(0) = 0; 0 ¬ t ¬ 1/2
b) y′ = 1 + y + y2 cos t; y(0) = 0; 0 ¬ t ¬ 1/3
c) y′ = t+ y2; y(0) = 0; 0 ¬ t ¬ (1/2)2/3

d) y′ = e−t
2

+ y2; y(0) = 0; 0 ¬ t ¬ 1/2
e) y′ = e−t

2
+ y2; y(1) = 0; 1 ¬ t ¬ 1 +

√
e/2

Zadanie 41. Czy korzystając z Twierdzenia Picarda-Lindelöfa da się wyliczyć wartość rozwiązania
zagadnienia y′(t) = y, y(0) = 0 na całej prostej?

Twierdzenia o istnieniu i jednoznaczności rozwia
‘
zań

Zadanie 42. Rozważamy zagadnienie pocza
‘
tkowe y′ = t2+y2, y(0) = 0.NiechR be

‘
dzie prostoka

‘
tem

0 ¬ t ¬ a, −b ¬ y ¬ b. Udowodnij poniższe stwierdzenia.
a) Rozwia

‘
zanie tego zagadnienia y(t) istnieje dla 0 ¬ t ¬ min{a, b/(a2 + b2)}.

b) Przy ustalonym a, maksymalna
‘
wartościa

‘
wyrażenia b/(a2 + b2) jest 1/(2a).

c) Maksymalna wartość wyrażenia min{a, 1/(2a)} jest przyjmowana dla a = 1/
√

2.
d) Rozwia

‘
zanie y(t) istnieje na przedziale 0 ¬ t ¬ 1/

√
2.

Zadanie 43. Wskaż przedzia l (możliwie najwie
‘
kszy), na którym istnieje rozwia

‘
zanie zagadnienia:

a) y′ = 2y2 − t, y(1) = 1; b) y′ = t+ ey, y(1) = 0.
Zadanie 44. Uzasadnij, że zagadnienie y′ = 1 + y2, y(0) = 0 nie ma rozwia

‘
zania określonego na

ca lej prostej.
Zadanie 45. Czy wykresy dwóch różnych rozwia

‘
zań danego równania moga

‘
sie

‘
przecinać w pewnym

punkcie (t0, y0) jeżeli równaniem tym jest:
a) y′ = y2 + t, b) y′ = y1/2 ?
Wyznacz możliwie wszystkie takie punkty (t0, y0).
Zadanie 46. Znajdź rozwia

‘
zanie zagadnienia y′ = t

√
1− y2, y(0) = 1, różne od rozwia

‘
zania y(t) ≡

1. Które z za lożeń Tw. Picarda-Lindelöfa nie jest spe lnione?
Zadanie 47. Wyznaczyć nieskończenie wiele rozwia

‘
zań równania y′ = 2y1/2 z warunkiem pocza

‘
tko-

wym y(0) = 0. Które z za lożeń Tw. Picarda-Lindelöfa nie jest spe lnione?

1



Zadanie 48. Inny dowód uproszczonej wersji Lematu Gronwalla. Niech w(t) be
‘
dzie nieujemna

‘
cia

‘
g la

‘
funkcja

‘
spe lniaja

‘
ca

‘
w(t) ¬ L

∫ t
t0
w(s) ds

na odcinku t0 ¬ t ¬ t0 + α. Ponieważ w jest cia
‘
g la, istnieje taka sta la A, że 0 ¬ w(t) ¬ A dla

wszystkich t0 ¬ t ¬ t0 + α.
a) Udowodnij, że w(t) ¬ LA(t− t0).
b) Użyj tego oszacowania do dowodu, że w(t) ¬ AL2(t− t0)2/2.
c) Pokaż indukcyjnie, że w(t) ¬ ALn(t− t0)n/n!.
d) Udowodnij, że w(t) = 0 dla t0 ¬ t ¬ t0 + α.

Metody iteracyjne
Zadanie 49. Wzoruja

‘
c sie

‘
na dowodzie Twierdzenia Picarda-Lindelöfa, udowodnić naste

‘
puja

‘
ce

twierdzenie: Za lóżmy, że f(x) i f ′(x) sa
‘

cia
‘
g le na odcinku a ¬ x ¬ b oraz |f ′(x)| ¬ λ < 1 na tym

odcinku. Za lóżmy dodatkowo, że cia
‘
g zdefiniowany rekurencyjnie xn+1 = f(xn) spe lnia: xn ∈ [a, b] dla

wszystkich n = 0, 1, 2, 3, .... Przy tych za lożeniach cia
‘
g xn zbiega, gdy n→∞, do jedynego rozwia

‘
zania

równania: x = f(x).

Wskazówka. Przeprowadzić dowód wed lug naste
‘
puja

‘
cego schematu:

1. Opieraja
‘
c sie

‘
na Twierdzeniu o Wartości Średniej, udowodnić, że

|xn − xn−1| = |f ′(ξ)(xn−1 − xn−2)| ¬ λ|xn−1 − xn−2|

dla pewnej sta lej ξ ∈ [a, b].
2. Indukcyjnie pokazać, że |xn − xn−1| ¬ λn−1|x1 − x0|.
3. Udowodnić zbieżność szeregu

∑∞
n=1(xn − xn−1).

4. Zapisuja
‘
c xn w postaci sumy teleskopowej udowodnić, że limn→∞ xn = y dla pewnego y ∈ [a, b].

5. Jednoznaczność rozwia
‘
zania wywnioskować z równości:

y1 − y2 = f(y1)− f(y2) = f ′(ξ)(y1 − y2)

dla pewnego ξ leża
‘
cego pomiedzy y1 i y2.

Zadanie 50. Udowodnij, że cia
‘
g iteracji x0, xn+1 = 1+(1/2)arc tgxn zbiega do jedynego rozwia

‘
zania

równania x = 1 + (1/2)arc tgx.
Zadanie 51. Udowodnij, że równanie x = sinx+ 1/4 ma jedyne rozwia

‘
zanie na odcinku [π/4, π/2].

Udowodnij, że cia
‘
g iteracji x0 ∈ [π/4, π/2], xn+1 = sinxn + 1/4 zbiega do tego rozwia

‘
zania.

Zadanie 52. Za lóżmy, że y jest rozwia
‘
zaniem równania x = sinx+ 1/4.

a) Niech x0 = π/4. Udowodnij, że potrzeba 20 iteracji aby wyznaczyć y z dok ladnościa
‘
8 miejsc po

przecinku.
b) Niech x0 = 3π/8. Udowodnij, że potrzeba 16 iteracji aby wyznaczyć y z dok ladnościa

‘
8 miejsc po

przecinku.

Andrzej Raczyński
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