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Iteracja Picarda

Zadanie 35. Oblicz pierwsze dwie iteracje Picarda dla zagadnienia y' = t* + y2, y(0) = 1.
Zadanie 36. Oblicz pierwsze trzy iteracje Picarda dla zagadnienia y' = e’ + 2, y(0) = 0.

Zadanie 37. Wyprowadz wzér na n-ta iteracje Picarda y,(z) i oblicz jej granice gdy n — oo dla
podanych zagadnien Cauchy’ego:

a) y=-y, y0)=1 b) y=z+y, y0)=1

c) y=2zy, y(0)=1 d) y+y*=0, y(0)=0

Zadanie 38. Oblicz kolejne iteracje Picarda dla zagadnienia Cauchy’ego v’ = 2t(y + 1), y(0) =0 i
udowodnij, ze zbiegaja one do rozwiazania y(t) = e!” — 1.

Zastosowania Twierdzenia Picarda-Lindelofa

Zadanie 39. Udowodnij, ze y(t) = —1 jest jedynym rozwiazaniem zagadnienia

y =t(1+y), y(0) = —1. (Wsk. zastosuj Lemat Gronwalla.)

Zadanie 40. Dla podanich nizej zagadnien Cauchy’ego udowodnij, ze rozwiazanie y = y(t) istnieje
na zadanym przedziale. Powtarzajac rozumowanie podane na wykladzie udowodnij, ze jest to jedyne
rozwiazanie.

a) Yy =y*+cost’; y(0)=0;, 0<t<1/2

b) ¥y =1+y+y?cost; y(0)=0; 0<t<1/3

o) y=t+y% y(0)=0; 0<t<(1/2)%?

d) Y=+ y(0)=0; 0<t<1/2

e) yY=eT 493 y(1)=0; 1<t<1+/e/2

Zadanie 41. Czy korzystajac z Twierdzenia Picarda-Lindelofa da sie wyliczy¢ wartos¢ rozwiazania
zagadnienia y'(t) = y, y(0) = 0 na calej proste;j?

Twierdzenia o 1stnieniu 1 jednoznacznosct rozwiazan

Zadanie 42. Rozwazamy zagadnienie poczatkowe y' = t>+y%,  3(0) = 0. Niech R bedzie prostokatem
0<t<a, —b<y<b Udowodnij ponizsze stwierdzenia.

a) Rozwiazanie tego zagadnienia y(t) istnieje dla 0 < ¢ < min{a,b/(a® + b?)}.

b) Przy ustalonym a, maksymalna, wartoscia wyrazenia b/(a® + b?) jest 1/(2a).

¢) Maksymalna warto$¢ wyrazenia min{a, 1/(2a)} jest przyjmowana dla a = 1//2.

d) Rozwiazanie y(t) istnieje na przedziale 0 < ¢ < 1/v/2.

Zadanie 43. Wskaz przedzial (mozliwie najwiekszy), na ktérym istnieje rozwiazanie zagadnienia:

a)y =2y" —t,y(1) = 1; b)y' =t+e¥ y(1)=0.

Zadanie 44. Uzasadnij, ze zagadnienie y' = 1 + 3%, y(0) = 0 nie ma rozwiazania okreslonego na
calej prostej.

Zadanie 45. Czy wykresy dwéch réznych rozwiazan danego réwnania moga, sie przecina¢ w pewnym
punkcie (o, yo) jezeli rbwnaniem tym jest:

a)y =y>+1, b) y =y'? 7

Wyznacz mozliwie wszystkie takie punkty (o, yo).

Zadanie 46. ZnajdZ rozwiazanie zagadnienia y' = t\/1 — 32, y(0) = 1, rézne od rozwiazania y(t) =
1. Ktore z zalozen Tw. Picarda-Lindelofa nie jest spelione?

Zadanie 47. Wyznaczy¢ nieskonczenie wiele rozwiazan réwnania y' = 2y
wym y(0) = 0. Ktére z zatozenn Tw. Picarda-Lindelofa nie jest spetnione?
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Zadanie 48. Inny dowdd uproszezonej wersji Lematu Gronwalla. Niech w(t) bedzie nieujemna, ciagla,
funkcja, speliajaca,

t

w(t) <L [ w(s)ds

to
na odcinku ¢y < t < ¢y + «. Poniewaz w jest ciagla, istnieje taka stala A, ze 0 < w(t) < A dla
wszystkich tg <t <ty + a.
a) Udowodnij, ze w(t) < LA(t — to).
b) Uzyj tego oszacowania do dowodu, ze w(t) < AL*(t — to)?/2.
c¢) Pokaz indukeyjnie, ze w(t) < AL™(t — )" /n!.
d) Udowodnij, ze w(t) =0 dla to <t <ty + a.

Metody iteracyjne

Zadanie 49. Wzorujac sie na dowodzie Twierdzenia Picarda-Lindelofa, udowodni¢ nastepujace
twierdzenie: Zatozmy, Ze f(x) i f'(z) sa ciagle na odcinku a < x < b oraz |f'(z)] < A < 1 na tym
odcinku. Zalézimy dodatkowo, zZe ciaqg zdefiniowany rekurencyjnie x,1 = f(x,) spelnia: z, € [a,b] dla
wszystkichn = 0,1,2,3,.... Przy tych zatozeniach ciag x,, zbiega, gdy n — oo, do jedynego rozwigzania
réownania: x = f(x).
Wskazéwka. Przeprowadzi¢ dowéd wedlug nastepujacego schematu:

1. Opierajac sie na Twierdzeniu o Wartosci Sredniej, udowodnié¢, ze

|$n - l'nfl‘ = |fl(£)(xn71 - xn72)| < A‘.’L‘n,1 — Tp—2

dla pewnej stalej £ € [a, b].

Indukcyjnie pokazaé, ze |2, — x,_1| < A" Lag — 20].

Udowodni¢ zbieznosé szeregu Y o (xn — Tp—1).

Zapisujac x,, w postaci sumy teleskopowej udowodnié, ze lim,_,o 2, = y dla pewnego y € [a, b].
Jednoznacznosé rozwigzania wywnioskowaé z réwnosci:

1 —y2 = (1) — fy2) = F(E)(y1 — o)

dla pewnego £ lezacego pomiedzy y; i ys.
Zadanie 50. Udowodnij, ze ciag iteracji xq, ©,41 = 14(1/2)arc tgz,, zbiega do jedynego rozwiazania
réwnania x = 1 + (1/2)arc tgz.
Zadanie 51. Udowodnij, ze réwnanie x = sinx + 1/4 ma jedyne rozwiazanie na odcinku [r/4, 7/2].
Udowodnij, ze ciag iteracji xg € [r/4,7/2], 2,41 = sinx, + 1/4 zbiega do tego rozwiazania.
Zadanie 52. Zalézmy, ze y jest rozwiazaniem réwnania r = sinx + 1/4.
a) Niech xg = 7/4. Udowodnij, ze potrzeba 20 iteracji aby wyznaczy¢ y z doktadnoscia 8 miejsc po
przecinku.
b) Niech 2o = 37/8. Udowodnij, ze potrzeba 16 iteracji aby wyznaczy¢ y z dokladnoscia 8 miejsc po
przecinku.
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