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Rownania lintowe jednorodne drugiego rzedu

Dwa rozwiazania y;(t) 1 y2(t) réwnania liniowego drugiego rzedu, spemiajace

Wiy (t), y2(t)] # 0, bedziemy nazywali fundamentalnym zbiorem rozwiazan réwnania.

Zadanie 53. Udowodnij, ze funkcje v, (t) = v/t i yo(t) = 1/t tworza, fundamentalny zbiér rozwiazan
réwnania 2t%y” + 3ty — y = 0. ZnajdZ rozwiazanie tego réwnania speliajace warunki poczatkowe:
y(1) = 2,y/(1) = 1.

Zadanie 54. Udowodnij, ze funkcje y;(t) = e 1ys(t) = e e**/2ds tworza, fundamentalny
zbidr rozwiazan réwnania y” + ty’ + y = 0. Znajdz rozwiazanie tego rownania spelniajace warunki
poczatkowe: y(0) = 0,4'(0) = 1.

Zadanie 55. Niech y;(t) i y2(t) beda rozwiazaniami réwnania y” + p(t)y’ + q(t)y = 0, gdzie p(t) i
q(t) sa ciagte w pewnym przedziale [«, 5]. Oznaczmy

W(t) = Wiy (t), y2(0)] = y1(£)ya(t) — 91 (H)ya(?).

a. Poprzez bezposredni rachunek sprawdz, ze W' + p(t)IW = 0.
b. Na podstawie poprzedniego punktu wywnioskuj, ze dla kazdych t,ty € [«, 5] jest prawdziwa
réwnosé Wy (1), y2()] = Wy (to), ya(to)] exp (— Ji, p(s) ds.)
c. Udowodnij, ze wyznacznik Wroriskiego Wy, (t), y2(t)] jest albo tozsamosciowo réwny 0 lub nigdy
nie zeruje sie na przedziale [« (].

Zadanie 56. Udowodnij, ze y(t) = t? nigdy nie moze by¢ rozwiazaniem réwnania y” +p(t)y +q(t)y =
0 dla ciagtych p(t) i q(t).
Zadanie 57. Zal6zmy, ze wyznacznik Wronskiego rozwiazan réwnania y” + p(t)y’ + q(t)y = 0 jest
staly (niezalezny od t) i rézny od 0. Udowodnij, ze p(t) = 0.
Zadanie 58. Znajdz rozwiazania nastepujacych zagadnien:
a)y"+3y —10y=0,  y(1)=5, y(1)=2;
b)y"+2y'+2y=0, y(0)=1 y'(0)=-2
c) 2y =2y +5y=0, y(l)=1, y(1)=1;
d) 9" +6y' +y=0, y(0)=1, y'(0)=0;
Zadanie 59. Réwnanie postaci t2y” + aty’ + By = 0, «, 3 — stale, nazywa sie réwnaniem Eulera.
Udowodnij, ze funkcja y(t) = t" jest rozwiazaniem tego réwnania o ile 7% + (a — 1)r + 3 = 0.
Zadanie 60. ZnajdZ rozwiazanie ogdlne réwnania t2y” + 5ty — 5y = 0.
Zadanie 61. Znajdz rozwiazanie zagadnienia t?*y” —ty' —2y =0, y(1) =0,y'(1) = 1 na przedziale
0<t<oo.
Zadanie 62. Sprawdz, ze W e cos (t, e* sin t] = Be*.
Zadanie 63. Zal6zmy, ze a > 0, b > 0 i ¢ > 0. Udowodnij, ze kazde rozwiazanie réwnania ay” +
by + cy =0 dazy do 0 gdy t — oo.
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Zadanie 64. Zal6zmy, ze réwnanie y” +p(t)y’ +q(t)y = g(t) ma trzy rozwiazania: t2, t*+e*, 1+
t? + 2e%. Znajd# rozwiazanie ogdlne. Znajdz to réwnanie.

Zadanie 65. Zalézmy, ze réwnanie y” 4 p(t)y’ + q(t)y = g(t) ma trzy rozwiazania: 3! +e'*,  Te' +
e, bl et e Znajdz rozwiazanie tego réwnania spelniajace warunki poczatkowe y(0) = 1,

y'(0) =2.



Zadanie 66. Stosujac metode uzmieniania statych znajdz rozwiazanie nastepujacych rownan:

' =4y +dy=te*, 2 -3y +y=(>+1)e', 3y +4y +y=(sint)e "t

Zadanie 67. Stosujac metode uzmieniania stalych znajdz rozwiazanie zagadnienia

Y —y=f1),  y(0)=5(0)=0.

Zadanie 68. Znajdz jedno szczegolne rozwiazanie réwnan:

a)y’ +3y=1t>—1, b) v + 4y + 4y = te™, c) Yy’ —y = t%,

D)y +y +y=1+1t+1t> e) y" + 4y = tsin 2t,

) 4" — 2y + 5y = 2(cos? t)et, g) ¥y’ +y = costcos 2t.

Zadanie 69. ZnajdZ rozwiazanie szczegélne réwnania (1 — t2)y” — ty’ + 9y = 0, jezeli wiadomo,
ze ma ono rozwiazanie szczegolne bedace wielomianem stopnia 3. Uwaga: réwnanie Czebyszewa
(1 —t2)y” — ty’ + ny = 0 zawsze ma rozwiazanie szczegdlne bedace wielomianem stopnia n.
Zadanie 70. Dla jakich wartosci k i w réwnanie 2”+k?x = sin wt ma przynajmniej jedno rozwiazanie
okresowe?

Zadanie 71. Dla jakich wartosci a zagadnienie y” + ay = 1, y(0) = 0, y(1) = 0, nie ma rozwiazan?
Zadanie 72. Szukamy rozwiazania szczegllnego réwnania y” — 2y +y = te’.

Sprawdz przez bezposrednie podstawienie, ze proba szukania rozwiazania szczegdlnego w postaci
P1(t) = (ag + art)e’ Tub o(t) = (ap + art + ast?)et prowadzi do sprzecznosci.

Wyjasnij, dlaczego szukajac rozwiazania w postaci 13(t) = (ag + a1t + ast? + azt®)e! mozna przyjac,
ze ag = a; = 0.
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