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Zastosowania rownan lintowych rzedu drugiego

Zadanie 73. Sprawdzono eksperymentalnie, ze ciezarek o masie 1 kg zawieszony na pewnej sprezynie
rozciaga ja o0 49/320 metra. Ciagniemy ten ciezarek w dét o dodatkowe 1/4 metra i puszczamy. Oblicz
amplitude, okres i czestotliwo$é powstalych drgani. Przyjmij g=9.8 m/s?.

Zadanie 74. Niech y(t) = Ar™" + Be™" gdzie |A| + |B| # 0.

a) Udowodnij, ze y(t) zeruje sie najwyzej raz.

b) Udowodnij, ze y/(t) zeruje sie najwyzej raz.

Zadanie 75. Niech y(t) = (A + Bt)e™ gdzie |A| + |B| # 0.

a) Udowodnij, ze y(t) zeruje si¢ najwyzej raz.

b) Udowodnij, ze y/(t) zeruje sie najwyzej raz.

Zadanie 76. Maly ciezarek o masie 1 kg jest zawieszno na sprezynie o stalej sprezystosci réwnej 2
N/m. Caly uktad jest zanurzony w lepkiej cieczy o wspétezynniku thumienia 3 Ns/m. W chwili ¢ = 0
ciezarek wychylono o 1/2 m od polozenia réwnowagi. Udowodnij, ze po zwolnieniu ciezarka powrdci
on bezposrednio do stanu réwnowagi gdy ¢t — oo.

Zadanie 77. Maly ciezarek o masie 1 kg jest zawieszno na sprezynie o stalej sprezystosci réwnej 1
N/m. Caly uktad jest zanurzony w lepkiej cieczy o wspétezynniku thumienia 2 Ns/m. W chwili ¢ = 0
ciezarek wychylono o 1/4 m od polozenia réwnowagi. Udowodnij, ze po nadaniu ciezarkowi w chwili
poczatkowej predkosci 1 m/s, minie on polozenie réwnowagi, a nastepnie powoli powréei do stanu
rownowagi gdy t — oo.

Zadanie 78. Na ciezarek o masie 4 kg, zawieszony na sprezynie o stalej strezystosci 64 N/m,
dziata okresowo sita F(t) = Acos®wt. Znajdz wszystkie wartosci w, dla ktérych zachodzi rezonans.
Thumienie drgan pomijamy.

Zadanie 79. Dzialo w czotgu jest przymocowane do ukladu pochtaniajacego drgania o statej sprezystosci
100a? i statej ttumienia 200c (w odpowiednich jednostkach). Masa dziata wynosi 100 kg. Zalézmy,
ze funkcja y(t) opisujaca wychylenie dziala ze stanu spoczynku po oddaniu strzatu w chwili ¢ = 0,
spelnia zagadnienie poczatkowe

100y” + 2000y’ + 1000’y = 0;  y(0) =0, y'(0) = 100 m/s.

Wymaga sie, aby po oddaniu strzatu wielkosé¢ y? + (y')? byta mniejsza niz 0,01. Jak duze musi by¢ a

zeby to zagwarantowaé pét sekundy po oddaniu strzatu?

Zadanie 80. Znajdz rozwiazanie szczegdlne ¢(t) réwnania my” + cy’ + ky = Fycoswot w postaci

Y(t) = Acos(wt — ¢). Udowodnij, ze aplituda drgan A jest najwicksza gdy w? = wi — 3(c/m)2.

Taka wartos¢ w nazywa sie czestotliwosciq rezonansowq ukladu. Co dzieje sie w tym ukladzie gdy
2 _ 1 2

wy < 5(c/m)?.

Rownania lintowe wyzszych rzedow

Zadanie 81. Znajdz rozwiazania nastepujacych zagadnien:
a) y(“’) —y=0, y0)=1, ¥(0)=y"(0)=0, ¢y"(0)=—1;

) — 2y + 4" =0, y(0)=4'(0) =y"(0) =y"(0) =0, y™(0)=-—
c)y y” =, (0) =0,y'(0) =2,4"(0) = 1,4"(0) = 0, (” (0) = 1
d) "y =e,  y(0)=2,9(0) =y"(0) =y"(0) =0, y“” (0) =

Rozwiazania w postaci szeregow potegowych

Zadanie 82. ZnajdZ rozwiazanie ogélne réwnan: v’ +ty' +y =0, " —ty =0, 3’ —t3y =0.
Zbadaj promien zbieznosci otrzymanych szeregéw potegowych.
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Zadanie 83. Znajdz rozwiazanie nastepujacych zagadnien:

a)y'+ty =0, y(0)=2, y(0)=-1

b)t(2—t)y" —6(t—-1)y —4y=0, y(1)=1, y'(1)=0

Zadanie 84. Rownanie postaci y” — 2ty’ + Ay = 0, gdzie A jest pewna stala nazywa sie réwnaniem
Hermite’a. (a) Znajdz dwa niezalezne rozwiazania réwnania Hermite’a. (b) Udowodnij, ze dla A = 2n
(n — liczba naturalna) réwnanie Hermite’a ma rozwiazanie w postaci wielomianu stopnia n
Zadanie 85. W ponizszych zagadnieniach znajdz rekurencyjne wzory na wspoélczynniki w rozwinie-
ciu rozwiazania w szereg > oo, a,t" (PS. W przypadku probleméw wyznacz tylko pie¢ pierwszych
wspélezynnikow szeregu.)

a) (1-t)y"+ty'+y=0, y(0)=1, y(0)=0;

b)y"+ty' +e'y=0, y(0)=1, y(0)=0;
)y’ +y +ely=0, y(0)=3, y(0) =75

Transformata Laplace’a

Zadanie 86. Stosujac wzér [{° e *" dz = \/7/2 oblicz L{t~/?}.
Zadanie 87. Uzasadnij, ze kazda z podanych funkcji ma wzrost podwyktadniczy:
t" (dla kazdego n > 0); sinat; eVt
Zadanie 88. Uzasadnij, ze nie istnieje transformata Laplace’a funkcji e’
Zadanie 89. Zaldzmy, ze f(t) ma wzrost podwykladniczy. Udowodnij, ze F(s) = L{f(t)} dazy do
0 gdy s — oo.
Zadanie 90. Niech F(s) = L{f(t)}. Udowodnij indukcyjnie, ze
an n n— dn—l

L{EH0) = s p(s) — s f(0) — . — OO
Zadanie 91. Stosujac transformate Laplace’a znajdz rozwiazania nastepujacych zagadnien:
a)y’' — 5y +4y=¢e*, y0)=1, ¥ (0)=—1;
b)y" =3y’ +2y=e", y(0)=1, y(0)=0;
c)y" — 6y’ + 11y —6y =¢€*,  y(0)=0, y'(0)=0, y"(0)=0;
Zadanie 92. Oblicz transformaty Laplace’a funkcji: ¢, t"e®, tsin at, t2 cos at.
Zadanie 93. Zalézmy, ze F'(s) = L{f(t)} oraz granica limy o f(¢)/t istnieje. Udowodnij, ze L{f(t)/t} =
[5° F(u) du.
Oblicz transformaty Laplace’a funkcji: St cosal=l @ et—c”
Zadanie 94. Stosujac transformate Laplace’a znajdz rozwiazania nastepujacych zagadnien:
a)y'+y=sint, y(0)=1, ¢y (0) =2
b) ¥’ +y=tsint, y(0)=1, y'(0) =2
)y’ +y+y=1+e",  y(0)=3, y(0)=-5
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