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Wprowadzenie do rownan rézniczkowych czastkowych

Zadanie 118. Sprawdz, ze u(x,y) = f(x)g(y) jest rozwiazaniem rownania rézniczkowego czastkowego
Ul = Uz, dla dowolnych rézniczkowalnych funkeji f, g jednej zmiennej.

Zadanie 119. Sprawdz, ze u,(z,y) = sinnz sinh ny jest rozwiazaniem réwnania ., + u,, = 0 dla

kazdego n > 0.

Zadanie 120. Znajd7 rozwiazania ogdlne u = u(x,y) nastepujacych réwnan:

Uy, = 1, Uy = 21, Uy, = Oy, Ugy = 1, Uy + 1y =0, Ugpayy = 0.

Zadanie 121. Znajdz funkcje u = u(x,y) spehliajaca podane réwnanie rézniczkowe czastkowe i

warunki dodatkowe:

a) Uy, = 67; uw(0,y) =y, u(ly)=1y>+1

b) yuy, +u, =0, u(x,1) = 2%, u(z,e) = 1.

Zadanie 122. Znalez¢ rozwigznie ogélne rownania 3u, + gy

= 0 (Wsk. Podstawi¢ v = u,.). Czy
istnieje jedyne rozwiazanie przy dodatkowych warunkach u(x,0) =

e wu,(z,0)=0.

Rownania pierwszego rzedu

Zadanie 123. Rozwiaza¢ réwnanie 2u; + 3u, = 0 przy dodatkowym warunku v = sinz dla t = 0.
Zadanie 124. Rozwiaza¢ réwnanie (1 + 2?)u, + u, = 0. Naszkicowa¢ charakterystyki.

Zadanie 125. Rozwiaza¢ réwnanie v'1 — 22u, + u, = 0 przy warunku u(0,y) = .

Zadanie 126. Znalez¢ rozwiazanie ogélne = u(x,y) réwnania zu, + yu, = 0.

Rownanie falowe na prostej

Zadanie 127. Rozwiaz zagadnienie: uy = c*Ugzy, u(z,0) = €% wu(x,0) = sinz.

Zadanie 128. Rozwiaz zagadnienie: uy = ®uy,, u(z,0) =log(l +2?), w(z,0) =4+ x.
Zadanie 129. Mloteczek o Srednicy 2a uderzyt w srodek struny fortepianowej o napieciu 7', gestosci p
i dlugosci £. Pchla siedzi na tej strunie w odlegtosci £/4 od jednego z konicéw. (Zaktadamy, ze a < £/4;
w przeciwnym wypadku — biedna pchlal). Ile czasu minie od momentu uderzenia, do momentu gdy
pchla odczuje pierwsze drgania? (Wsk.: réwnanie drgajacej struny: puy = Tuy,.)

Zadanie 130. Zalézmy, ze ¢ i ¢ sa funkcjami nieparzystymi wzgledem x. Udowodnij, ze rozwiazanie
réwnania falowego u(x,t) z tymi warunkami poczatkowymi jest tez funkcja nieparzysta wzgledem x
dla kazdego t.

Zadanie 131. Rozwiaz zagadnienie

Ugye — 3u:pt - 4utt = 07 U(ﬁc, 0) = x2’ Ut(x, O> = e’

(Wsk. Zapisz operator po lewej stronie réwnania w postaci (...)(...), podobnie jak to bylo zrobione
na wykladzie).
Zadanie 132. Rozwiaz zagadnienie

Uy + Ugt — 20utt = 07 U(I, 0) = 90('7")7 Ut(l’, 0) = 2/}(1’)

Funkcje wltasne 1 wartosci wtasne

Zadanie 133. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe zwyczajne z warunkami brzegowymi:

d*u

g +u=0, u0)=0, u(L)=0.

Oczywiscie funkcja u(z) = 0 jest rozwiazaniem tego zagadnienia. Czy jest to jedyne rozwiazanie?
Czy odpowiedz zalezy od L7

Zadanie 134. Dla jakich wartosci A zagadnienie v + Ay = 0, y(0) = y(27), ¥'(0) =¢/'(27) ma
nietrywialne rozwiazanie?



Zadanie 135. Rozwiaz zagadnienie brzegowe

=0 da 0<z<l1, «(0)+ku(0)=0, u(1)Eku(l)=0

dla kazdej statej k. Rozwazaj przypadki 4+ i — osobno. Dlaczego przypadek z k = 2 jest wyrdzniony?
Zadanie 136. Wyznacz graficznie wartosci wlasne zagadnienia

- X" = \X, X(0)=0, X'(1)+aX(1)=0

dla pewnej statej a # 0.

Zadanie 137. Znajdz wartosci wiasne i odpowiadajace im funkcje wlasne zagadnienia

AX 0K, X(0) = X(1) = X7(0) = X"(1) =0
Zadanie 138. Znajdz wartosci wlasne i odpowiadajace im funkcje wlasne zagadnienia

SX_NX. X(0) = X'(0) = X(1) = X'(1) = 0.

dz?
Szereqi Fouriera

Zadanie 139. Znalez¢ szereg Fouriera funkcji

fl@)=zmna(-mm)  f(z)=|z[na(-m7)  f(x)=]|z|na (-5 F)
f(x) =2 na (0,27) f(z) = €” na (0,2m) f(z) =¢" na (—m,m)

Metoda Fouriera rozdzielania zmiennych

Zadanie 140. Skonstruuj rozwiazanie nastepujacych zagadnien metoda, rozdzielania zmiennych: a)
u =u,, u(0,y)=-e’+e % b) uy = u, +u, u(0,y) =2e7Y — e,

Zadanie 141. Rozdzielajac zmienne rozwiaz réwnanie tu; = U, + 2u z warunkami brzegowymi
u(0,t) = u(m,t) = 0. Udowodnij, ze réwnanie to ma nieskonczenie wiele rozwiazan spetiajacych
warunek poczatkowy u(x,0) = 0. Tak wiec, w tym przypadku brak jest jednoznacznosci rozwiazan!
Zadanie 142. Rozwiaz réwnanie dyfuzji u; = u,,, 0 < z < 1, z mieszanym warunkiem brzegowym:
u(0,t) = ug(1,t) = 0 i warunkiem poczatkowym ¢(z).

Zadanie 143. Rozwazamy réwnanie falowe uy = ug,, 0 < z < 1, z mieszanym warunkiem brze-
gowym: u,(0,t) = u(1,t) = 0. Znajdz funkcje wlasne i wartosci wlasne, oraz zapisz rozwiazanie w
postaci szeregu.

Zadanie 144. Rozwazamy réwnanie dyfuzji u; = ug,, —1 < x < 1, z okresowymi warunkami
brzegowymi: u(—1,t) = wu(1,?) oraz uz(—1,t) = wu,(1,t). Udowodnij, ze rozwiazanie ma

nastepujaca, posta¢ u(z, t) = Sag + Y00, (a, cosnmx + b, sinnrx o—nZn?t

Zadanie 145. ZnajdZ rozwigzanie rownania g, + u,, = 0 w prostokacie 0 < 2z < a, 0 <y < b
speliajace nastepujace warunki brzegowe:

u, = —a dla x =0, u, =0 dla z =a,

u, =b dla y =0, uy, =0 dla y=>0.

(Wsk. To zadanie mozna zrobi¢ na dwa sposoby: metoda, Fouriera rozdzielania zmiennych lub mozna
szuka rozwiazania w postaci wielomianu.)

Zadanie 146. Znajdz rozwiazanie zagadnienia

Up = Uy +u, x € (0,1); u(z,0) =cosz, wu(0,t) =u(l,t)=0.

Jednoznacznosé rozwiazan

Zadanie 147. Udowodnij, ze energia rozwiazania struny z tlumieniem

Uy — Uz + 17Uy = 0, gdzie r > 0, maleje w czasie.

Zadanie 148. Udowodnij, metoda energetyczna, jednoznacznosé¢ rozwiazan dla rownania dyfuzji z
warunkami typu Neumanna:

u — kug, = f(z,t) dla 0<ax </l t>0
u(w,0) = 8(z), us(0,6) = g(t), uallot) = h(t)

(f,,g,h sa danymi funkcjami).
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