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B. WROBLEWSKI

Twierdzenie o kontrakcji

Zadanie 1. Przypomnij, ze zbior funkgji ciagtych C(]a, b]) z ,norma supremum”

[ulloc = max [u(z)]
x€la,b]

jest w istocie przestrzenia liniowa unormowana. Udowodnij, ze jest ona przestrzenia zupel-
na, to znaczy ze kazdy ciag funkdji (f,,)nen spetniajacy warunek Cauchy’ego jest jednostajnie
zbiezny.

Zadanie 2. Zasada kontrakcji Banacha, wersja C|a, b]

Niech M bedzie domknietym, niepustym podzbiorem Cla,b] oraz niech odwzorowanie
T : M — M bedzie kontrakcja. Udowodnij, ze réwnanie f = T'(f) ma dokladnie jedno rozwia-
zanie f € M.

WSKAZOWKA: Pokaz, ze dla dowolnego fy € M ciag T"( fo) jest ciagiem Cauchy’ego.

Zadanie 3. Uzasadnij, ze twierdzenie Banacha nie jest prawdziwe, gdy przyjmiemy £ = 1 w
definicji kontrakgji.

Zadanie 4. Ustal, dla jakich wartoéci parametru A € R, odwzorowanie 7" : C([a, b]) — C([a, ])
zadane wzorem

b
F(u)(a) =2+ [ sin(u(y) dy

jest kontrakcja.

Zadanie 5. Zaproponuj warunki, dla ktérych réwnanie

b
f(@) = 9(a) + A [ K(@.)1) dy
gdzie g € C(]a, b]), ma jednoznaczne rozwigzanie f* € C([a, b]).

Zadanie 6. (*) Udowodnij ogdlna wersje zasady kontrakgji.

Twierdzenie Arzeli-Ascoliego

Zadanie 7. Twierdzenie Arzeli-Ascoliego, wersja C'la, b]
Niech (fy)nen bedzie ciagiem funkcji z C([a, b]), takim ze:

1. jest on ograniczony, tzn. istnieje R > 0 takie, ze dla kazdego n € N zachodzi || f, ||« < R,

2. jest on jednakowo jednostajnie ciagly, tzn. dla kazdego ¢ > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla
kazdych z,y € [a,b] in € N zachodzi

|z —y| <d=|fulz) — fuly)] <e.

Woéweczas ciag (f)nen posiada podciag jednostajnie zbiezny.



Zadanie 8. Uzasadnij, ze warunek jednostajnej ograniczonoéci, warunek jednostajnej ciagtosci
oraz ograniczono$¢ i domknieto$¢ przedziatu sa istotne w sformutowaniu twierdzenia Arzeli-
Ascoliego.

Zadanie 9. Uzasadnij, ze ciag (f,)nen funkcji z C([a, b]) o podanych wlasnosciach jest jedna-
kowo jednostajnie ciagty.

e Istnieje L > 0 takie, ze dla kazdego n € Nikazdego z,y € [a, b] zachodzi | f,,(z) — fn(y)| <
Lix —vyl.

o Wszystkie f,, sa r6zniczkowalne w sposéb ciagly, oraz istnieje D > 0 takie, ze dla kazdego
n € N zachodzi || f(2)]|cc < D.

e Istnieja H > 0i a € [0, 1] takie, ze dla kazdego n € N i kazdego z,y € [a,b] zachodzi
[fn(@) = fu(y)| < Hlz —y[*

Zadanie 10. (*) Udowodnij ogélna wersje twierdzenia Arzeli-Ascoliego.

Definicja 1. Ciag funkdji (fy,)neny nazywamy ciagiem Cauchy’ego, jezeli dla kazdego ¢ > 0
istnieje N € N takie, ze dla kazdych n,m > N zachodzi || f,, — fm| < e.

Definicja 2. Zbiér M C Cfa,b] nazywamy domknietym, jezeli dla kazdego ciagu (f)nen
funkgcji ze zbioru M jezeli ciag ten zbiega jednostajnie do funkgji f to f € M.

Definicja 3. Odwzorowanie ' : M — M, gdzie M C C(]a,b]), nazywamy kontrakcja, jezeli
istnieje 0 < k < 1 takie, ze dla kazdych f1, fo € M zachodzi

|T(f1) = T(f2)lle < Kkllf1 — folloo -

Twierdzenie 4. [Banach, 1920]
Niech (X, d) bedzie zupelna przestrzenia metryczna i niech odwzorowanie 7' : X — X bedzie
kontrakcja. Wéwczas réwnanie z = T'(z) ma doktadnie jedno rozwiazanie z* € X.

Twierdzenie 5. [Arzela 1883, Ascoli 1895]
Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna zwarta, a (f,)nen bedzie ciagiem funkgji z C(X),
spetniajacym warunki

1. istnieje R > 0 takie, ze dla kazdego n € N zachodzi || f, || < R (jednakowa ograniczonosc),

2. dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze dla kazdych xz,y € X in € N zachodzi

d($7y) <= |fn(x) - fn(y)| <e.

(jednakowa jednostajna ciagtosc).

Woéweczas ciag (fn)nen posiada podciag jednostajnie zbiezny.



