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B. WROBLEWSKI

Réwnania w postaci rézniczek zupetnych

Zadanie 1. Rozwiaz réwnania (w rézniczkach zupeinych):

a) 2ty dt + (t* —y?) dy =0, ¢) (t—ycos¥) dt+tcos? dy =0,
- - _ _ a2 —2t
b) eV dt— (2y+te ¥)dy =0, d) y'—%—i—tgiﬂ.

Zadanie 2. W podanych réwnaniach dobierz stata a lub funkcje f(¢) tak, aby bylo ono zupeine,
a nastepnie rozwiaz je:

a) t + ye’ + ate?y’ =0, b) &+ 5+ (az%l)y’ =0, ¢) y*sint +yf(t)y = 0.

Zadanie 3. Znajdz wspoéltczynnik f = f(t) w réwnaniu fy’ +t? +y = 0 jezeli wiadomo, ze ma
ono czynnik catkujacy postaci u(t) = t.
Zadanie 4. Scatkuj réwnania metoda czynnika catkujacego:
a) (L+1) dt+(L-1) dy=0, o) (y+t*) dy + (t —ty) dt =0,
b) (t2+y)dt —tdy =0, d) ty? dt — (t?y — t) dy = 0.
Zadanie 5. Uzasadnij, ze réwnanie M (t) + N(y)y' = 0 o zmiennych rozdzielonych jest zu-

pelne. Uzasadnij, ze réwnanie liniowe niejednorodne 3’ + a(t)y = b(t) nie jest zupelne. Znajdz
jego czynnik catkujacy.

Zadanie 6. Réwnanie rézniczkowe moze mie¢ wiecej niz jeden czynnik catkujacy. Udowodnij,
ze pi(x,y) = xiy, pa(z,y) = ;—2, ps(x,y) = ﬁﬂﬂ sa czynnikami catkujacymi réwnania

ydr —axdy =0.

Uzasadnij, ze otrzymane przy pomocy tych czynnikéw catkujacych rozwiazania sa rtéwnowaz-
ne.

Zadanie 7. Wykaz, ze krzywe catkowe réwnania

2t(t? — aty + y?) — 2%\ /12 + yQ] dt +vy [2(t2 —aty +y*) + /12 + yQ} dy =0,

gdzie |a| < 2, sa krzywymi zamknietymi.
WSKAZOWKA: Wprowadz zmienne biegunowe.



Zastosowania réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu

Zadanie 8. Szybkos¢ zmiany temperatury rozgrzanego czajnika jest proporcjonalna do rézni-
cy miedzy jego temperatura a temperatura powietrza (prawo Newtona). Niech S(¢) oznacza
temperature czajnika w chwili ¢. Zakladamy, ze S(0) = 100°C w temperaturze otoczenia 20°C.
Po dziesieciu minutach temperatura czajnika wynosita 60°C'. Po ilu minutach czajnik bedzie
miat temperature 25°C?

Zadanie 9. Z naczynia w ksztalcie walca przez otwér w dnie wyplywa woda z predkoscia
v = av/2gh (prawo Torricellego), gdzie h = h(t) jest wysokoscia stupa cieczy w chwili ¢. W mo-
mencie ¢t = 0 naczynie bylo napelnione do wysokosci k. Po jakim czasie naczynie sie opr6zni?

Zadanie 10. Spadek kamienia pod wptywem sily grawitacji, z uwzglednieniem oporu powie-
trza, jest opisany rOwnaniem

2(t) = —g + k(2 ()%, k > 0.
Pokaz, ze po dltugim czasie porusza sie on z predkoscia graniczna, tzn. 1tlim 2’ (t) = —(g/k)/2.

Zadanie 11. Modelujemy rozprzestrzenianie sie plotki w populagji liczacej 1000 oséb . Zat6z-
my, ze 5 0s6b rozprzestrzenia plotke i po jednym dniu wie o niej juz 10 oséb. Ile czasu potrzeba,
aby o plotce dowiedzialo sie 850 oséb, przy zatozeniu ze:

e Plotka rozprzestrzenia sie z predkoscia proporcjonalng do iloczynu liczby oséb, ktére juz
styszaty te plotke, oraz liczby os6b, ktore jeszcze nie styszaly tej plotki.

e Plotka rozprzestrzenia sie wedtug prawa Gompertza: y' = kye™(73/520)¢,

Poréwnaj te dwa modele i otrzymane wyniki.

Zadanie 12. Cialo zamordowanego znaleziono o 19:30. Lekarz sadowy przybyt o 20:20 i na-
tychmiast zmierzy! temperature ciata denata. Wynosita ona 32, 6° C. Godzine p6ézZniej, gdy usu-
wano ciato, temperatura wynosita 31,4°C. W tym czasie temperatura w pomieszczeniu wyno-
sifa 21°C. Najbardziej podejrzana osoba, ktéra mogta popetni¢ to morderstwo — Jan G., twier-
dzi jednak, Ze jest niewinny. Ma alibi. Po poludniu byt on w restauracji. O 17:00 miat rozmowe
zamiejscowa, po ktérej natychmiast opuscil restauracje. Restauracja znajduje sie 5 minut na
piechote od miejsca morderstwa. Czy alibi to jest niepodwazalne?

Zadanie 13. (Cigg dalszy zadania poprzedniego). Obrorica Jana G. zauwazyl, ze zamordowany
byt u lekarza o 16:00 w dniu $mierci i wtedy jego temperatura wynosita 38, 3°C. Zat6zmy, ze
taka temperature miat on w chwili $mierci. Czy mozna dalej podejrzewa¢, ze Jan G. popetnit to
morderstwo?

Zadanie 14. Rozwdj populaciji liczacej M (t) osobnikéw w chwili ¢ mozna opisa¢ réwnaniem
Verhulsta
M'(t) = aM(t) — bM?(t)

(dla populacji ludzkiej z dobrym przyblizeniem a = 0,029, b = 2,941 - 10712). Udowodnij, ze
tlim M(t) = a/b. Okredl, dla jakiego ¢ funkcja M’ (t) osiaga maksimum.

Zadanie 15. Dla danej rodziny krzywych znajdz trajektorie ortogonalne:

a) y = Ct?, ) y=Ce¢,

b) y = Csint, d) 2 +4% = Ct.



