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B. WROBLEWSKI

Istnienie i jednoznacznos¢ rozwiqzan

Zadanie 1. Zbadaj istnienie rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego v’ = f(y,t) i y(0) = 0, gdzie

-1 t<0,yeR
fly,t) =
1 t>0,yeR

Zadanie 2. Wyprowadz wzdr na n-ta iteracje Picarda y,,(z) i oblicz jej granice gdy n — oo dla
podanych zagadnien Cauchy’ego:

a)y' =-y y(0)=1, b) y' =2yt y(0)=1, 0y =-y" y0)=0.
Zadanie 3. WyprowadZz wzér na n-ta iteracje Picarda dla zagadnienia poczatkowego
2’ = 2%, x(0) = 1 na odcinku [0,2], jezeli zo(t) = 1. Oblicz granice tego ciagu. Znajdz roz-

wiazanie zagadnienia, i poréwnaj rezultaty.

Zadanie 4. Stosujac twierdzenie Picarda-Lindel6fa dla podanych nizej zagadnieri Cauchy’ego
udowodnij, Ze rozwiazanie y = y(t) istnieje na zadanym przedziale:

a) y’:y2+cost2,y(0)20,0§t§%, b) ¥ =1+y+y?cost,y(0)=0,0<t<

Wl

Zadanie 5. Rozwazmy réwnanie 2y = t%y”. Rozwiazania y = 01y = ¢ spelniaja warunki
poczatkowe y = y' = 0 dlat = 0. Wyjasnij, dlaczego zachodzi ta niejednoznaczno$¢ rozwiazan.

Zadanie 6. Pokaz, ze jezeli zagadnienie y' = f(t,y), y(to) = yo ma dwa rozwiazania, to ma
ich nieskonczenie wiele.

Zadanie 7. Zbadaj iloé¢ rozwiazan zagadnienia w zalezno$ci od warto$ci parametru a:
a) y' =y y(0) =0, b) y' = y[logyl®, x(0) = 0.

Zadanie 8. Znajdz rozwiazanie zagadnienia ¥’ = ¢/1 — y?, y(0) = 1, r6zne od rozwiazania
y(t) = 1. Ktére z zalozen twierdzenia Picarda-Lindel6fa nie jest spelnione?

Zadanie 9. Niech f : R? — R bedzie funkcja ciagta. Pokaz, ze zagadnienie ¢ = f(y,t) + A,
A € R, y(0) = yo, nie ma jednoznacznego rozwiazania co najwyzej dla przeliczalnej ilosci .

Zadanie 10. Niech y(t) bedzie nieujemna ciagla funkcja spetniajaca
t
y(t) <L | y(s)ds
to
na odcinku ¢ty < t < tg+ . Udowodnij, ze y(t) = 0dlaty <t <ty + o (fatwiejsza wersja lematu
Gronwalla). WSKAZOWKA: Pokaz indukcyjnie, ze y(t) < c¢(L"/n!)(t — to)".

Zadanie 11. Stosujac lemat Gronwalla udowodnij, ze y(t) = —1 jest jedynym rozwiazaniem
zagadnienia ¢’ = t(1 + y), y(0) = —1.



