Lista Zada7i Nr 5 Réwnania r6zniczkowe 1R 29 marca 2018 1.

B. WROBLEWSKI

Réwnania liniowe skalarne wyzszych rzedow

Zadanie 1. Znajdz rozwiazania ogélne réwnan:
a) Yy +y —2y=0, ) y® — 6y + 9y =, e) vy’ — 2y +y = 6te,

b) y® + 4y =0, d) v’ 4+ y = 4sint, f) y" — 5y’ = 3t% + sin 5t.

Zadanie 2. ZnajdZ rozwiazania szczegdlne réwnan

a) y'—2y'+2y = el +tcost, b) v —y=4sht, Q) y' +3y=13—-1,
nie korzystajac z metody uzmienniania parametréw.
Zadanie 3. Znajdz rozwiazania ogélne réwnan

a) y' =2y +y= %t, b) v/ +4y=2tgt, o)y — 4y + 4y = te*,
uzywajac metody uzmienniania parametréw.
Zadanie 4. Rozwiaz zagadnienia poczatkowe

a) y® —y' =0, b) y®) — 3y — 2y = 9%,

y(0) =3, ¥'(0) = =1, y"(0) = 1, y(0) =0, ¥'(0) = =3, ¥"(0) = 3.
Zadanie 5. Skonstruuj réwnanie rézniczkowe liniowe jednorodne trzeciego rzedu, ktére spet-
niaja funkgje ¢, t2, e’.

Zadanie 6. Zal6zmy, ze rownanie y” + p(t)y’ + ¢(t)y = g(t) ma trzy rozwiazania:
2, 242 142422
Znajdz rozwiazanie ogdlne.

Zadanie 7. Zalézmy, ze a > 0, b > 01ic¢ > 0. Udowodnij, ze kazde rozwiazanie rownania
ay” + by + cy =0dazy do 0 gdy ¢t — oo.

Zadanie 8. Znajdz posta¢ og6lna rozwiazania rownania y” + y = f(t). Znajdz warunki jakie
powinna spelniaé funkcja f na to, aby wszystkie rozwiazania tego réwnania byty ograniczone
dlat — +oo.

Zadanie 9. Pokaz, ze rozwiazanie réwnania y” + p(z)y’ + ¢(x)y = 0 albo ma na kazdym
skoriczonym przedziale [a, b] tylko skoriczenie wiele zer, albo jest tozsamosciowo réwne zeru.
Jak uog6lni¢ ten wynik na réwnania liniowe wyzszego rzedu?

Zadanie 10. Udowodnij, ze rozwiazania réwnania y” +p(z)y’ +¢(x)y = 0z ¢(x) < 0 nie moga
mie¢ dodatnich maksiméw (lokalnych).



Zadanie 11. Niech y;(t) i y2(t) beda rozwiazaniami réwnania y” + p(t)y’ + ¢q(t)y = 0, gdzie
p(t) iq(t) sa ciagle w pewnym przedziale [«, §]. Oznaczmy

W(t) = Wiy (t), y2(t)] = y1(t)ya(t) — v1(£)y2(t).

Pokaz, ze dla kazdych ¢, € [«, ] jest prawdziwa réwnos¢

Wl (0, 1200 = Wl (o) sattollexp (= [ p(s) ds).

Wyjasnij zwiazek z twierdzeniem Liouville’a dla uktadéw réwnarn. Wywnioskuj, ze wyznacz-
nik Wronskiego Wy (t), y2(t)] jest albo tozsamosciowo réwny 0 lub nigdy nie zeruje sie na
przedziale [«, 3] oraz ze jezeli jest staly to jest tozsamosciowo réwny zero.

Zadanie 12. Pokaz, ze jezeli wszystkie rozwiazania y i ich pochodne y’ réwnania y” + p(t)y’ +
q(t)y =0dazado0gdyt — oo, to ftto p(s) ds — +oo dlat — +oc.

Zadanie 13. Udowodnij, ze y(t) = t? nigdy nie moze byé rozwiazaniem réwnania y” +p(t)y’ +
q(t)y = 0 dla ciagtych p(t) i ¢(1).

Zadanie 14. Funkcja y,(t) = e~t/2 jest rozwiazaniem réwnania y” +ty’ +y = 0. Znajdz drugie
rozwiazanie liniowo niezalezne.

Zadanie 15. Funkgcja y;(t) = t jest rozwiazaniem réwnania y” + ty’ — y = 0. Znajdz drugie
rozwiazanie liniowo niezalezne.

Zadanie 16. Rozwazamy réwnanie y” + p(z)y’ + ¢(x)y = 0.

a) Uzywajac podstawienia y(z) = z(x)exp (—% S p(s) ds) sprowadZ powyzsze réwnanie
do postaci 2’ + b(z)z = 0.

b) Sprobuj znalez¢ podstawienie redukujace wyjsciowe réwnanie do w” + ¢(z)w’ = 0.
c) Zakladajac, ze y; jest rozwiazaniem, znajdZ rozwiazanie yo (W postaci y2 = y12) niezalez-
ne od y;.
Zadanie 17. ZnajdZ rozwiazanie (w postaci szergu potegowego) nastepujacego zagadnienia:

t2—-t)y" —6(t—-1y —4y=0, y(1)=1, 3(1)=0.

Zadanie 18. ZnajdZ rozwiazanie ogolne réwnania Czebyszewa
(1=t —ty +9y =0,

jezeli wiadomo, ze ma ono rozwiazanie szczegdlne bedace wielomianem stopnia 3.
UWAGA: Réwnanie Czebyszewa (1 — t2)y" — ty’' + n?y = 0 zawsze ma rozwiazanie szczeg6lne
bedace wielomianem stopnia 7.

Zadanie 19. Réwnanie postaci y” —2ty’+ Ay = 0, gdzie A € R nazywa sie réwnaniem Hermite'a.
a) Znajdz dwa niezalezne rozwiazania réwnania Hermite’a.

b) Udowodnij, ze dla A = 2n (n — liczba naturalna) rownanie Hermite’a ma rozwiazanie w
postaci wielomianu stopnia n.



