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B. WROBLEWSKI
ROZWAZAMY UKEADY ROWNAN POSTACI (2/(t), 4/ (¢)) = (fi(z,y), f2(z,y)).
Stabilnos¢ w sensie Lapunowa

Zadanie 1. Ustal, czy rozwiazania stacjonarne réwnania 2’ = —z(1 — z) sa stabilne czy niesta-
bilne w sensie Lapunowa.

Zadanie 2. Zbadaj stabilnoé¢ rozwiazan zagadnienia poczatkowego:

a) Yy =1+t—y, y(0)=0; b) y' =2t(y+1), y(0)=0.

Zadanie 3. Udowodnij, ze wszystkie rozwiazania réwnania y’ = y? z warunkiem poczatko-
wym z(0) > 0 sa niestabilne, natomiast rozwiazania z warunkiem poczatkowym z(0) < 0 sa
stabilne w sensie Lapunowa.

Zadanie 4. Udowodnij, ze stabilno$¢ rozwiazan dowolnego rozwiazania y(t) niejednorodnego
uktadu réwnan liniowych y' = Ay + f(t) jest rbwnowazna stabilnosci rozwiazania stacjonar-
nego y = 0 réwnania jednorodnego y' = Ay.

Punkty stacjonarne uktadow na plaszczyzZnie

Zadanie 5. Nie obliczajac warto$ci wlasnych ponizszej macierzy udowodnij, ze kazde rozwia-

zanie uktadu
2\ (-3 1 x
y) \1 =3/\y

WSsKAZOWKA: Udowodnij, ze proste y = 3z oraz x = 3y dziela plaszczyzne fazowa na cztery
obszary, w ktérych pochodne z’ i y' maja ustalony znak.

zbiega do zera gdy t — oc.

Zadanie 6. Naszkicuj portrety fazowe nastepujacych ukltadéw réwnan rézniczkowych:
2) 2\ (-5 1 x 0 '\ (1 -1\ (z
y) 1 =5)\y v \5 =3)\y)’
x -4 -1\ (=z z’ 2 1 T
Zadanie 7. Zbadaj charakter punktéw stacjonarnych uktadéw réwnar:
a) ' =y+32%, y =2—3y% c) ' =e" -1, o =sin(z+y);
b) ' =y+cosy—1, 3y =—sinz+ 23 d) o/ = —zy?, o =z
(Czy punkt jest hiperboliczny? Czy jest weztem, ogniskiem, Srodkiem? Czy jest stabilny?)

Zadanie 8. Okres], dla jakich wartosci parametrow a i b rozwiazanie zerowe jest stabilne

a) v’ =ax —2y+ 2%, Y =x+y+ay; b) i =ar+y+22, Y =z+by+y>



Portrety fazowe

/
Zadanie 9. Udowodnij, ze kazda orbita ukiadu (5,) = (_09 é) (Zj) jest elipsa.

Zadanie 10. Wyznacz wszystkie orbity nastepujacych ukladéw:

a) 2 =y(l+z+y), v =—-z(l4+z+vy); b) o’ =2zxy, y =% —y>

Zadanie 11. Udowodnij, ze wszystkie rozwiazania z(t), y(t) uktadu
2 = 2% + ysinz, Yy = —1+ay + cosy,
ktore startuja w pierwszej ¢wiartce uktadu wspétrzednych pozostaja tam dla wszystkich ¢ € R.
Zadanie 12. Udowodnij, ze wszystkie rozwiazania uktadu
al=yle" -1, Y =z+e,

ktére startuja w prawej poétptaszczyznie ukltady wspoétrzednych (z > 0) pozostaja tam dla
wszystkich t € R.

Zadanie 13. Udowodnij, ze wszystkie rozwiazania ukltadu
d=-1-y+2* o =z+ay,

ktore startuja wewnatrz okregu 22 + y? = 1 pozostaja tam dla wszystkich ¢ € R.
WSKAZOWKA: Oblicz d(x? + y?)/dt.

Zadanie 14. Dla ukladu
=y+a? Y=zt

udowodnij, ze jezeli z(t9) # y(to) dla pewnego ty, to z(t) # y(t) dla wszystkich t € R.
Zadanie 15. Przeanalizuj ponizsze uklady réwnarn i narysuyj ich portrety fazowe:

a) 2/ =sinz, Yy = siny; Q) ' =z — ay, Yy = —y+ xy;

b) o' =(x+y) +2?, Y =3By—2); dd=z-22+y% Y =y gy

(Wyznacz izokliny, znajdZ punkty stacjonarne, zbadaj ich charakter i stabilnos¢, narysuj portret fazo-
wy.)

Zadanie 16. Narysuj portret fazowy dlaz; > 0iz2 > Onastepujacego uktadu typu drapieznik-

ofiara

vy =211 — 29 —axy), z5=—22(1—21+aze) dlaae]|0,1).



