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B. WROBLEWSKI
Réwnanie fali: uy = ¢®Au.

Zadanie 1. Rozwiaz zagadnienie struny péinieskoriczonej, tzn. ponizsze zagadnienie brzegowo-
poczatkowe dla réwnania falowego:

U — gy =0 dlaz >0,t>0,
u(z,0) = f(z) dlaz >0,
ug(z,0) = g(x) dlax >0,
u(0,t) =0 dlat > 0.

W szczeg6lnosci zapisz rozwiazanie dla f(z) = z exp(—z?), g(z) = 0.
WSKAZOWKA: Skorzystaj ze wzoru d’Alemberta.

Zadanie 2. Rozwiaz nastepujace zagadnienie dla réwnania falowego:

Uy — gy =0 dlaz >0,t>0,
u(z,t) = f(z) dlaz e R, t=kz,
%Z(ﬂﬂ,) =g(x) dlaze R, t=kuz,

gdzie £ > 0 i n jest wektorem normalnym do tej prostej. Zbadaj przypadek k& = ¢, czyli tak
zwane zagadnienie Goursata.

Zadanie 3. Zat6zmy, ze funkcja u € C%(R x [0, 00)) spetnia zagadnienie Cauchy’ego w prostej
dla réwnania falowego z warunkami poczatkowymi u(z,0) = f(z), us(z,0) = g(x), gdzie f,g
sa funkcjami gladkimi o zwartym nosniku. Niech

P(t) = ;/Rug(z,t) dz,  K(t) = ;/Ru?(x,t) dz

(P(t) nazywamy energia potencjalna, a K (¢) energia kinetyczna) Pokaz, ze K i P sa poprawnie
okreslonymi funkcjami oraz:

a) K(t) + P(t) nie zalezy od t (zasada zachowania energii),
b) K(t) = P(t) dla dostatecznie duzych ¢ (zasada ekwipartycji energii).

Zadanie 4. Niech Q C R3 bedzie zbiorem ograniczonym i otwartym o gtadkim brzegu o).
Rozwazamy zagadnienie brzegowo-poczatkowe:

Uy — gy, =h dlazeQ,0<t<T,
u(z,0) = f(z) dlaze,

ug(z,0) = g(x) dlazeQ,

u(z,t) =0 dlaz € 09,0 <t <T.

Udowodnij metoda energetyczna, ze to zagadnienie ma co najwyzej jedno rozwiazanie.



Réwnanie ciepta: u = Au

Zadanie 5. Udowodnij nastepujaca zasade poréwnawcza dla réwnania ciepta:
Jezeli u i v sa dwoma rozwiazaniami takimi, ze u < vdlat =0orazdlaz =0idlaz = ¢, to
woéwczas u < v dla wszystkich 0 <t < 00,0 <z < /.

Zadanie 6. Rozwazamy réwnanie ciepta w odcinku (0, 1) z warunkami brzegowymi (0, t) =
u(1,t) = 01iwarunkiem poczatkowym u(z,0) = 4z(1 — z).

a) Udowodnij, ze 0 < u(z,t) < 1dlawszystkicht > 0i0 <z < 1.
b) Udowodnij, ze u(z,t) = u(l — x,t) dla wszystkicht > 0i0 <z < 1.
¢) Udowodnij, ze fol u?(z,t) dz jest $cisle malejaca funkgja t.

Poréwnaj powyzsze fakty z ogélnymi wiasnosciami réwnania ciepta

Zadanie 7. Rozwazamy réwnanie ciepla na odcinku (0, /) z warunkami brzegowymi typu
Robina, tzn.

{ux(O,t) —apu(0,t) =0,
uz(€,t) + agu(l,t) = 0.

Udowodnij uzywajac metody energetycznej, ze jezli ag > 0iay, > 0, to Oe u?(z,t) dr maleje
jako funkgcja ¢.

Zadanie 8. Niech b > 0 bedzie stale. Rozwiaz réwnanie ciepta ze stata dysypacja:

{ut—kum—i-bu:o dla z € R,
u(z,0) = ¢(x).
Zastosuj zamiane zmiennych u(z, t) = e~bv(z, t). Nastepnie rozwiaz réwnanie ciepta ze zmien-

na dysypacja:
{ut — ktugy +bt2u=0 dlaz € R,

u(,0) = 6(x).

Rozwazajac rownanie zwyczajne w;+bt?>w = 0 wywnioskuj odpowiednia zamiane zmiennych.

Zadanie 9. Zal6zmy, ze g jest funkcja ograniczona na R? spetniajaca warunek

1
li dx = a.
=

Udowodnij, ze rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania ciepta w R% z warunkiem
poczatkowym u(x,0) = g(x), stabilizuje sie do a, tzn. tlim u(z,t) = a niemal jednostajnie ze
—00

wzgledu na z.



Zadanie 10. Rozwazamy zagadnienie Cauchy’ego dla tak zwanego lepkosciowego réwnania
Burgersa:

Up + Uy = Uy, dlaxz €R, 6 >0
u(xz,0) = f(z) dlaxzeR.

Pokaz, ze przy pomocy zamiany zmiennych v = C7* dla pewnego C sprowadza sie ono do
zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania ciepta z warunkiem poczatkowym

v(x,0) = exp{—;/ox f(s) ds}.

Réwnanie Laplace’a: —Au =0

Zadanie 11. Wykaz, Ze réwnanie Laplace’a jest niezmiennicze na obroty tzn. jezeli u jest har-
moniczna w R? i A jest macierza ortogonalna to w(z) = u(Az) jest harmoniczna w R

Zadanie 12. Udowodnij ponizsze wlasnosci funkcji harmonicznych:

a) Twierdzenie Harnacka: Jezeli ciag funkcji harmonicznych (u,),en W obszarze Q C R? jest
zbiezny niemal jednostajnie do funkgji u, to u jest funkcjq harmoniczna w (2.

b) Twierdzenie Liouville’a: Ograniczona funkcja harmoniczna w R? jest funkcja stata.
WSsKAZOWKA: Uzyj wlasno$ci wartosci Sredniej charakteryzujacej funkcje harmoniczne.
Zadanie 13. Znajdz wartosci wlasne i funkcje wlasne operatora Laplace’a w prostokacie (0, a) x
(0,b), tzn. wyznacz X = A i u = uy, spelniajace réwnanie —Au = Auw (0,a) x (0,b) i warunek

Dirichleta v = 0 na brzegu prostokata.

Zadanie 14. Zal6zmy, ze u jest funkcja hamoniczna w zbiorze otwartym (2. Pokaz, ze funkcje
|Vu|? oraz ¢ o u, dla wypuklej i gtadkiej ¢, sa podharmoniczne.

Zadanie 15. Skonstruuj funkcje Greena dla pétprzestrzeni R% = {z € R?: 24 > 0}.



