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B. WROBLEWSKI

Transformata Laplace’a

Zadanie 1. Niech f(t) = t%e~" dla pewnych dodatnich statych a i b. Udowodnij, ze funkcja
f jest podwyktadnicza z wyktadnikiem —b < a < 0.

Zadanie 2. Zat6zmy, ze f(t) ma wzrost podwykladniczy. Udowodnij, ze Slirgo L{f}(s)=0.
Zadanie 3. Stosujac rownosé [ e~ dx = @ oblicz L£{t~1/2}.
Zadanie 4. Udowodnij Fakt 2 i Fakt 3.

Zadanie 5. Zat6zmy, ze F'(s) = L{f(t)} oraz ze granica 1ir(§1+ ioj istnieje. Udowodnij wzor
t—

c{ff)} (s) = /:OF(U) du.

Zadanie 6. Oblicz transformaty Laplace’a funkgji :

a) t", d) t?cosat, g) Snt
b) e, e) thed cosbt, h) %,
c) tsinat, f) theat sinbt, ) e

Zadanie 7. Pokaz, ze zachodzi wzér Borela:

e [ 1= gte) a}5) = L)),

Z jego pomocq wyznacz transformate odwrotna funkgji m

Zadanie 8. Stosujac transformate Laplace’a znajdZ rozwiazania nastepujacych zagadnien:
a) vy —y=te, y(0) =0; c) v +y=tsint,y(0) = 1,4(0) = 2;

b) v +y =sint, y(0) =1,4'(0) =2; d) v’ — 5y +4y =€*, y(0) =1,4/(0) = —1.

Zadanie 9. Stosujac transformate Laplace’a znajdZ rozwiazania nastepujacych zagadnien:

2) {x’ =12z + 5y, z(0)

0, b) ¥ =x—y—el, (0) =0,
y =—6x+y, y(0)=1; 0.

X
Y =2cx+3y+et, y(0)



Niech f : [0,00) — R bedzie funkcja kawatkami ciagla, o wzroscie podwyktadniczym z wyktadni-
kiem «, tzn. istnieja state M i « takie, ze dla wszystkich ¢ > 0 mamy

[f()] < Me.
Definicja1l. Transformate Laplace’a funkgji f oznaczamy przez £{f}(s) i definiujemy wzorem
LUON) = [ st
Fakt 2. Wiasnosci transformaty Laplace’a:

a) L{af +bg}(s) = aL{f}(s) + bL{g}(s), Q) L{tf(t)} = —HL{f}(s),

b) L{f")} = sL{f}(s) = £(0), d) L{e"f(D)} = L{[}(s — a).
Fakt 3.
1 v
a) E{l} - { rii’e istnieje, 2 z 8 ) ﬁ{Sin wt} - { ri?:;;:r:ieje, z z 8

_1
b) L{e"} = { =’ 5o

nie istnieje, s < a

d) L{coswt} = { st tw? >0

nie istnieje, $ <0
Fakt 4. Jezeli funkcje ciagle f, g maja takie same transformaty Laplace’a to sa one réwne.
Przyklad 5. Rozwazmy zagadnienie
y" +y=sint, y(0)=0, ¥'(0)=0.
Kiadac £{y}(s) = F(s) wyznaczamy transformate Laplace’a lewej strony réwnania:
LU+ 5} s) = L0y} (5) =9/ 0+ F() = s(sL{y}(5) ~y(0)) ~1/(0) + F(s) = F(s) + F(s).
Z kolei transformata prawej strony to:

1
s24+1°

L{sint}(s) =

Otrzymujemy réwnanie algebraiczne

1
2 2
Szukamy zatem funkdji y(t) takiej, ze L{y(t)} = (52%)2 Zauwazmy, ze
d s 2 -1

L{tcost}(s) = —L{—tcost}(s) = —%5{00575}(5) T Tdss2il (sZ+ 1)

Korzystajac z tozsamosci

2 1 s2—1
(2412 s2+1  (s241)2
dostajemy
2
2112 L{sint} — L{tcost} = L{sint — tcost}.
Zatem rozwiazaniem zagadnienia jest funkcja y(t) = 3(sint — ¢ cost).



