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Zadanie 1. Korzystajac z twierdzenia Picarda-Lindelofa pokaz, ze zagadnienie

Y(t) =y + (1 +1)" cos(t),

y(0) =0
ma jednoznaczne rozwiazanie zdefiniowane co najmniej na przedziale [_\/23“, \/‘6’2‘1 .
ROZWIAZANIE:
Niech Q. = [—a,a] x [=b,b]. Funkcja f(t,y) po lewej stronie jest oczywiscie ciagla na
kazdym takim prostokacie. Jest tez Lipschitzowska, poniewaz

of
Sup’a—‘ = sup ‘Qy‘ = 2b.
Q 9y [-bh

Mamy tez oszacowanie

sup | f| = sup 4> 4 sup (1 +t)?| cost| < b* 4 (1 + a)?.
Q [—b,b]

[7(17‘1}
Zatem z tw P-L mamy istnienie na przedziale

RS DR
o = min a’Qb’bz—l—(lJra)Q :

za to trzy punkty. Aby wykazac teze musimy znaleZ¢ takie a, b zeby

V3-1 Z\/3—1 b >¢§—1

1
> —
‘=7 2% 2 R+(l+a?= 2

czyli

Ls V-1 VB b L V31
-2 -2 P+(1+a)?— 2
Poniewaz trzecie wyrazenie maleje wraz z wzrostem a, a drugie od a nie zalezy, wiec
przyjmijmy najmniejsze mozliwe a = % Wtedy trzecia nieré6wnos$¢ po podstawie-

niu to - <\/§2— 1) (62+ <\/§2+ 1)2) |

0> (b—\/g;l)Q.

V3+1
2

co po porzadkach daje

Zatem szukana para istnieje i sa to a = \/§2_1 ib= . Za to trzy punkty.

UWAGI:

Przydatne bylo —2— = V3L
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Zadanie 2. Podaj macierz fundamentalna réwnania
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ROZWIAZANIE:

Widag¢, ze macierz jest w postaci trzech blokéw (1x1, 1x1, 2x2) wiec mozna je rozwazac
osobno. Wektor e; = (1,0, 0, 0) jest wektorem wlasnym z wartosciq w. 2, zatem h, (t) =
e* e jest rozwiazaniem. Jeden punkt. Wektor e; = (0, 1,0, 0) jest wektorem wiasnym z
wartoscia w. 1, zatem hy(t) = ee, jest rozwigzaniem. Jeden punkt.

Bierzemy sie za blok 2x2. Rozpisujac go jako uktad mamy

yé = —Ya,

Yy = Us.
Zatem mamy réwnanie na y3 postaci y5 = —ys3. Przyktadem dwéch niezaleznych roz-
wigzan tego rownania sa f(t) = sint i g(t) = cost. Zatem, skoro y, = —yj} to ostatecznie

mamy macierz fundamentalna

et 0 0 0

0 € 0 0
X(t) = 0O 0 sint cost
0 0 —cost sint

Cztery punkty. Oczywiscie jest duzo mozliwych odpowiedzi.

UWAGI:
Macierz fundamentalna to macierz, ktorej kolumny to liniowo niezalezne rozwigzania réw-
nania. Dla réwnania y = Ay funkcja €', jest macierzq fundamentalng, ale jest tez takich

macierzy kontinuum wiecej. Jakas macierz fundamentalnq jest czasem tatwiej wyznaczyé niz
et4, nie potrzeba do tego algebry liniowej. Podanie macierzy o wspdtczynnikach zespolonych
dawato dwa punkty z czterech.
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Zadanie 3. Rozwiaz rOwnania:

a) 1+etv4etv(1—t/y)y =0, b) 1+t+y+ty)y =1.

ROZWIAZANIE:

a) Jest to réwnanie w postaci r6zniczki zupelnej, bo

0 —t 0 1 1 t
—(1+eY) =elv—, — (Y1 —t)y) = etV — Zet/v — ¢t
oy ) /7 Ay , /2

Latwiej jest odcatkowaé 1 + e!/¥ po t przez co otrzymujemy
olt,y) = t+ye'’' + f(y).

Rézniczkujac po y i przyréwnujac mamy f'(y) = 0, czyli krzywe catkowe sa
postaci t + ye'/¥ = C. Za to trzy punkty.

b) Réwnowaznie mamy

1

t+1

1
/“ydy:/mdtv

y+y?/2=In|t+1|+ec

(1 +y)y =

Odcatkowujac mamy

czyli

Koniec, za to trzy punkty.

UWAGTI:

Z podpunktem a) mozna byto walczy¢ przez podstawienie = = t/y natomiast nie byto to przy-
jemne. Tak samo b) mozna byto sprowadzi¢ do réwnania zupetnego przez czynnik catkujqcy, ale
ponownie byto to problematyczne. Czesciq zadania byto sprawdzenie, czy nie tylko kojarzycie
metody ale czy umiecie zobaczy¢ kiedy ktorq lepiej stosowac.
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Zadanie 4. Znajdz postaé og6lna rozwiazan réwnania

y(3)+2y”:e_2t+et+1.

ROZWIAZANIE:
Rozwiazujemy réwnanie jednorodne y® +2y” = 0, mamy réwnanie charakterystyczne
N (X +2) =0 zatem

y;(t) = 1 + cot + cze” .

Za to byly dwa punkty. Szukamy teraz rozwiazan szczegélnych réwnar:

1 y® 429" =1
Tu nie ma problemu, jak wrzucimy w lewa strone wielomian 2-ego rzedu to trze-
cia pochodna nam go zniknie, a druga pochodna to dwa razy wspétczynnik przy
t?. Mamy zatem rozwiazanie y,(t) = ¢*/4. Jeden punkt.

2. yB3) 42y = ¢l
Tez nie ma problemu, bo 1 nie jest rozwiazaniem réwnania charakterystycznego.
Wstawiamy y(t) = ce’ i dostajemy yo(t) = 1/3¢". Jeden punkt.

3. y(3) + Qy// — o2
Tutaj trzeba bylo pamietaé, ze skoro —2 jest pierwiastkiem w.char. to trzeba szu-
kac rozwiazania postaci y3(t) = cte™*'. Po por6wnaniu wielomianéw wychodzito
y3(t) = 1/4te~?. Dwa punkty.

Zatem, z liniowosci lewej strony réwnania, rozwiazanie ogolne jest postaci

y(t) =y + v+ y2 + us.

UWAGI:
Zadanie mozna byto tez rozwiqzac przez podstawienie z = y" i zastosowanie czynnika catkujq-
cego. Niektorym nawet wyszly poprawne wyniki
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Zadanie 5. Ciezarek o masie m = 1 kg zawieszono na sprezynie o stalej sprezystosci
k = 1 N/m. Caly uklad zanurzony jest w lepkiej cieczy o wspétczynniku tlumienia
p = 2 Ns/m. Sytuacje te modelujemy za pomoca réwnania rézniczkowego

my" = —ky — py',

gdzie y(t) jest potozeniem ciezarka w chwili t. W momencie ¢t = 0 ciezarek wychylono
0 1/4 m w goére od potozenia réwnowagi. Udowodnij, ze po nadaniu ciezarkowi w
chwili poczatkowej predkosci 1 m/s w dét minie on potozenie réwnowagi, a nastepnie
powrdci do stanu réwnowagi gdy ¢ — oo.

ROZWIAZANIE:
Mamy zatem do rozwiazania zagadnienie

y'+2y +y =0,
y(0) = 1/4,
y'(0) = —1.

Wielomian charakterystyczny jest postaci W(A\) = (XA + 1)® wiec rozwiazanie ogélne
jest postaci
y(t) = (c1 4+ e .

Po podstawieniu danych poczatkowych mamy:

y(t) = (1/4 —3/4t)e".

Za to dwa punkty. To, Ze funkcja ta zbiega do zera w nieskoriczonosci i zeruje sie dla
jakiegos t, > 0 jest jasne, ale trzeba byto napisa¢. Po dwa punkty.

UWAGT:

Po przemysleniu zadanie byto mato precyzyjnie sformutowane. Prawie wszyscy zrozumieli je
tak jak ja, natomiast jezeli ktos rozwazat w sposéb konsekwentny inng sytuacje to dostawat
maksa.



