RR 1R Kolokwium 2 4 czerwea 2018

Zadanie 1. Zbadaj stabilno$¢ rozwiazania zagadnienia poczatkowego:

ROZWIAZANIE:
Rozwiazujemy zagadnienie rozdzielajac zmienne. Otrzymujemy rozwiazanie ogélne

y(t)=—-1+ C’et2,
zatem zagadnienie poczatkowe y(0) = y, ma rozwiazanie
y(t) = =1+ (yo + 1)e”,
Szukane rozwiazanie zagadnienia z zadania to
g(t) = —1+¢",
zatem dla kazdego yo mamy
[y(8) = G(0)] = lyole”.

. . ~ e s . . . . . . 2. .
Wynika z tego, ze y nie jest rozwiazaniem stabilnym, poniewaz funkcja e jest nieogra-
niczona.
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Zadanie 2. Rozwazamy uktad réwnan rézniczkowych:

' =uxy+u,
Y =zy—y+y’

Znajdz punkty stacjonarne ukladu. Okre$l ich charakter i narysuj przyblizony portret
fazowy.

ROZWIAZANIE:
Punktami stacjonarnymi uktadu sa

a) (0,0), b) (0,1), o) (2,—1).

Liczymy macierz linearyzagji:

Df(x,y) = (y;;l $+2:L’y_1>

zatem macierz ta w punktach stacjonarnych jest postaci:

1 0 2 0). 0 2
oo %) o () o (5 4)
Wielomiany charakterystyczne tych macierzy to:
a) WA =A=1)(1+2A); b)) WA)=2-N)(1-X); Q) W(A) =X 4+ A+ 2.

Wartosci wlasne to:

a) )\1:1/)\2:_1; b) A1:1,>\2:2,' C) )\1:_%+
1
2

Zatem wszystkie trzy punkty stacjonarne sa punktami hiperbolicznymi i z twierdzenia
Grobmana-Hartmana potoki fazowe rozwazanego ukladu sa réwnowazne potokom
linearyzacji. Charaktery punktéw stacjonarnych to kolejno:

a) punkt  stacjonarny  b) punkt  stacjonarny c) punkt  stacjonarny
niestabilny, siodto; niestabilny, wezel; asymptotycznie sta-
bilny, ognisko.
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Zadanie 3. Wyznacz (o ile istnieje) rozwiazanie zagadnienia:

{xum + 2uy =1,

u(z,1) = .

ROZWIAZANIE:
Oznaczajac z(t) = u(z(t),y(t)) piszemy uklad réwnan na charakterystyki:

7 =1.

Biorac pod uwage warunek brzegowy dodajemy warunki poczatkowe:

z(0) = «,
y(0) =1,
2(0) = «,

gdzie o € R. Rozwiazujac ten uktad otrzymujemy:

T4(t) = ae,
Ya(t) = 2t + 1,
2o(t) =t + .

Poniewaz
u(Ta(t), yalt)) =t +

to odwracajac parametryzacje mamy
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Zadanie 4. Rozwiaz metoda Fouriera nastepujace zagadnienie brzegowo-poczatkowe:

U+ U=1Uy, O<zxz<1, t>0,
u(0,0) =0 ¢>0,

u(1,1) =0 ¢t >0,
u(z,0)=1 0<z<3,
u(z,0)=0 L<z<l.

ROZWIAZANIE:
Szukamy rozwiazania u(x,t) w postaci szeregu

u(z,t) = iTn(t)Xn(x).

Podstawiajac dowolny sktadnik szeregu do réwnania otrzymujemy:
T () Xn(2) + To(t) Xn(z) = Tn() X, (2),

czyli
T+ T XI)
T(1) Xn()

Zatem X,,(z) beda funkcjami wlasnymi zagadnienia:

=\

Upeg = At O0< <1,

uz(0) =0
u, (1) = 0.
Zagadnienie to ma rozwiazanie jedynie dla A\ = )\, = —n?s? i jest ono w postaci

X, (x) = cos(nmz). Wyznaczamy zatem postaci 7,
T, (t) = Ce Tt

Czyli ogoblne rozwiazanie jest postaci:

u(z,t) = 3" ¢, cos(nma)e” T
n=0

Wspétczynniki wyznaczamy z relacji:

1

1 11
/ u(z,0) cos(nmx) de = cn/ cos®(nmx) do = cn/ 5 de = —.
0 0 0

Otrzymujemy zatem:

_ 1
Co = 29
cor, =0 dlak € N,
Cop—1 = 2- (_2]1€)i€1—1 dlak e N+.
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Zadanie 5. Rozwazamy zagadnienie poczatkowe dla réwnania fali na prostej:

Ut — CPUyy = 0 rER, t>0,
u(x,0) = (1 —2?)? |z| <1,
u(z,0) =0 |z > 1,
ui(z,0) =0 z €R.

Okresl na jakim podzbiorze R x [0, c0) zachodzi u(x,t) = 0.

ROZWIAZANIE:
Przypomnijmy wzo6r d’Alemberta na rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego:

u(z,t) = g(s) ds.

flx—ct)+ f(z+ct) T+t
2 +

—ct

W przypadku tego konkretnego zagadnienia g = 0i f jest nieujemne. Zatem u(x,t) = 0
wtedy i tylko wtedy, gdy f(z — ct) =01 f(z + ct) =0, czyli

|z —ct| > 1,
|z + ct| > 1.
Dla 0 <t < 1/c mamy zatem warunek
z € (—oo,—1 —ct)U (1 + ct, +00),

adlat > 1/c mamy

€ (—oo,—1—ct)U(l—ct,—1+ct)U(1+ ct,+00).



