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2 an + 2n7
lokalne wlasciwe réwne - ;

h) w punkcie £ = —1 funkcja ! ma maksimum lokalne wlasciwe réwne —2, a w punkcie

z = 1 minimum lokalne wlasciwe réwne 2;

i) w punkcie £ = 1 funkcja m ma maksimum lokalne wlasciwe réwne g —In2.

8.5 a) fmin = f(3) = =89, fmax = f(6) = 100; b) gmin = g(—1) = =1, gmax = g(5) =
3 T 3

5 — 2\/& C) hmin = h(?) = _2v hmax = h(g) = \/_ d) Pmin = P(3)

Pmax = p(4) = et.

8.6 a) Funkcja f jest SciSle wypukla na (—1,1) oraz écisle wklesta na (=00, —1), (1, 00).

Nie ma punktéw przegiecia;

b) Funkcja g jest éciéle wypukla na (% + 2k, 377‘- + 2k7r) , gdzie k € Z oraz $ciéle wklesta

na (—% + 2k, % + 2k7r), gdzie k € Z. Punkty przegiecia wykresu tej funkcji to: z =

g + kx, gdzie k € Z;

c) Funkcja h jest $cisle wypukla na (kﬂ', g + k7r), gdzie k € Z, oraz $cisle wklesta na

(—% + k7r,k7r) , gdzie k € Z. Punkty przegiecia wykresu tej funkcji to: z = kr, gdzie

k € Z,

d) funkcja p jest $cisle wypukta na (—oo, %) oraz $cisle wklesta na (%,oo) . Punkt

przegiecia wykresu tej funkcji to £ = 7

Dziewiaty tydzien

l Badanie funkcji (6.4).

Przyktady
Przyktad 9.1

Zbadaé przebieg zmiennosci podanych funkeji i nastepnie sporzadzi¢ ich wykresy:

W) fz) =2 =322 44, b)g(@) = 2L o) ha)= e d) ple) =

1—z2

Rozwiazanie

a) I. Dziedzing funkcji f(z) = z° — 3z% + 4 jest R.

II. Funkcja f jest ciagla na R, bo jest wielomianem. Miejscami zerowymi funkcji f sa:
£1 = —1, g2 = 2. Funkcja f przecina 0§ Oy w punkcie y = 4.

IT1. Obliczamy granice funkcji f na ,kraficach” dziedziny, czyli granice

3 4
1 - = ’ ( T )] == ’ =T .
Jim (z 3z° 4 4) hm [ 1 . + = (—o00)-1 00;

lim (:c — 322 +4)-- llm [3(1—§+-4—3)] =o00-1=o00.
T T

I —+00
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IV. Szukamy asymptot funkcji f. Poniewaz funkcja f ma w obu nieskoriczonosciach gra-
nice niewlaéciwe, wiec moze mieé tam ewentualnie asymptoty ukosne. Z prostych rachun-
kéw wynika jednak, ze funkcja f nie ma asymptot ukosnych w —oo ani w oco.

V. Zbadamy teraz pierwsza pochodna funkcji f. Mamy Dy = R oraz f'(z) =3z° — 6z.
Korzystajac z warunku koniecznego szukamy punktéw, w ktérych funkcja f moze miec
ekstrema. Mamy

f'(x)=0{=>3(z2——2z) =0<= =0 lub z =2
Przy pomocy pochodnej ustalimy przedzialy monotonicznosci rozwazanej funkcji. Mamy
f(2)>0<=32(z-2)>0<>2<0 lub z >2.
Zatem funkcja f jest rosnaca na przedzialach (—oo,0), (2,00). Podobnie,
fl(z) <0< 0<z<2
Funkcja f jest zatem malejaca na przedziale (0,2). Z powyzszych rozwazan wynika, ze
funkcja f ma w punkcie z = 0 maksimum lokalne wtasciwe réwne 4, a w punkcie z = 2
minimum lokalne wtasciwe réwne 0.
VI. Przechodzimy obecnie do badania drugiej pochodnej. Mamy D = R oraz f"(z) =
6z — 6. Z warunku koniecznego szukamy punktéw, w ktérych funkcja f moze mieé¢ punkty
przegiecia. Mamy
f'(z2)=0¢=6(z—-1)=0<z=1.
Przy pomocy drugiej pochodnej ustalimy przedzialy wypuktosci rozwazanej funkcji. Mamy
') > 0= 6(z—1)>0 <=z > 1.
Funkcja f jest zatem $ciéle wypukla na przedziale (1, o0). Ponadto,
f'z) <0 <=z <1

Funkcja f jest zatem $ciSle wklesta na przedziale (—oo,1). Z powyzszych rozwazan wy-
nika, ze punkt (1,2) jest punktem przegiecia wykresu badanej funkcji.
VII. Wyniki uzyskane w punktach [-VI zestawiamy w tabeli:

I z | - 00 I —o00<z<0 ! 0 I 0<z<L1 I 1 J 1<z<2 | 2 l 2<z <00 | (%) |
f(=z) | —oo - - - 0 + + + 0o
f'(-’) o + 0 - -3 - 0 + o
i@ [ |~ | & [T 2 [ o [~
max. PP min.

VIII. Na podstawie tabeli sporzadzamy wykres funkcji.

y
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L . 1 . .
b) I. Dziedzing funkcji g(z) = % Jjest przedzial (0, co).
II. Funkcja g jest ciagta w swojej dziedzinie, bo jest ilorazem funkcji ciaglych. Miejscem
zerowym funkcji jest £ = 1.
III. Obliczamy granice funkcji ¢ na ,kraficach” jej dziedziny. Mamy
. Inz —0o0 . Imr[=1m , 1
lim — = —=-00 oraz lim — | Z = lim - =0.
z—0t+ T 0t z—oo T o z—o00 T
IV. Na podstawie wartosci powyzszych granic stwierdzamy, ze prosta z = 0 jest asymp-
tota pionowa prawostronna funkcji g, a prosta y = 0 jest asymptota pozioma tej funkcji
W 00.
V. Zbadamy teraz pierwsza pochodna funkcji g. Mamy D, = (0, 00) oraz
i,y _1—Inz
g (z)= —
Korzystajac z warunku koniecznego szukamy punktéw, w ktdérych funkcja g moze mieé

ekstrema. Mamy
l1-Inz

g'(z) =0 <= —— =0z =ec
z
Przy pomocy pochodnej ustalimy teraz przedzialy monotonicznosci rozwazanej funkcji.

Mamy
1-1

I—2M>0¢=>l—ln:l:>0¢=>0<x<e.

g'(z) >0 <=
Funkcja g jest zatem rosnaca na przedziale (0,e). Podobnie,
J(z)<0<=z>e

Funkcja g jest zatem malejaca na przedziale (e,00). Z powyzszych rozwazann wynika, ze
funkcja ¢ ma w punkcie z = e maksimum lokalne wtasciwe réwne e™?.

VI. Przechodzimy teraz do badania drugiej pochodnej. Mamy Dyn = (0, 00) oraz

gll(z)

Z warunku koniecznego szukamy punktéw, w ktérych funkcja g moze mieé punkty prze-
giecia. Mamy

_2lnz -3
_—Is——.

oo

2Inz -3 2
9”(:6)=0<=>%=0<=}21nz—3=0<=}z=62.

Przy pomocy drugiej pochodnej ustalimy przedzialy wypukloéci rozwazanej funkcji. Mamy

2lnz — 3 3

g'(z) >0 <= p >0¢=>2lnz-3>0&>z>e .

3

Funkcja g jest zatem $ciSle wypukla na przedziale (62 , oo) Ponadto
n %
g (z)<0«=0<z<e .

3
Badana funkcja jest zatem $ciéle wklesta na przedziale (0, e’ ) Z powyzszych rozwazan

3

wynika, ze punkt <€2,

€ > Jjest punktem przegiecia wykresu funkcji g.

Djw

| w
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VII. Wyniki uzyskane w punktach I-VI zestawiamy w tabeli:

[ =[] 1] o [ e | o
z 0 0<z<e e e<r<e 2 e2 e2<z<® s8]
9“(1) — 00 - - - 0 + 0
g'(z) =) + 0 - —%e‘a d 0
o) | =0 | et | TN 3 [ N, o
max. pP-P.

VIII. Na podstawie tabeli sporzadzamy wykres funkcji g.

Y
P max.
P N= lnT"
(0] € e\/z x

¢) L. Dziedzina funkcji h(z) = e~ jest R.
II. Funkcja h jest parzysta i ciagla na R. Funkcja h nie ma miejsc zerowych 1 nie jest
okresowa.

12 — 00

III. Obliczamy granice funkcji h na ,kraficach” jej dziedziny. Mamy lim e™ =e =
T — 00

0. Z parzystosci funkcji h wynika, ze takze lim e~ = 0.

= —00
IV. Z wartosci powyzszych granic wynika, ze prosta y = 0 jest asymptota pozioma tej
funkcji w obu nieskoficzonosciach.
V. Zbadamy teraz pierwsza pochodna funkcji k. Mamy Dy = R oraz h'(:c) = —2ze"
Korzystajac z warunku koniecznego szukamy punktéw, w ktérych funkcja h moze mie¢
ekstrema. Mamy

z2?

z2

R'(z) =0+ —2z¢™" =0<<=>2z=0.

Przy pomocy pochodnej ustalimy teraz przedzialy monotonicznosci funkcji k. Mamy

xT

k'(z) > 0 < —2ze™® >0 <>z <0.

Funkcja h jest zatem rosnaca na przedziale (—o0,0). Z parzystosci funkcji A wynika
zatem, ze jest ona malejaca na przedziale (0, 00). Z warunku wystarczajacego wynika, ze
funkcja h ma w punkcie z = 0 maksimum lokalne wlasciwe réwne 1.

VI. Przechodzimy teraz do badania drugiej pochodnej. Mamy Dy = R oraz R'(z) =

2 (2:::2 - 1) ¢~% . 7 warunku koniecznego szukamy punktéw przegiecia wykresu funkcji
h. Mamy

2

h"(z)=04=>4(232—%)e_z =0z =
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1 1
= - — +—=]>0
("' ﬁ)(’” ﬁ)
1 1
< zz<-—-——lubz>—.

vz vz

. 1 1
Funkcja h jest zatem $cisle wypukla na przedziatach | —oo, — — |, ——, 00 |. Ponadto
e ' ’ ( V2 ) (ﬁ )

1 1
R (z) < 0= - —=<z< —.
®) i< %
Zatem badana funkcja jest sciéle wklesta na przedziale 11 Z rozwazah tych

a -, —= .
V2' V2

o 1 -3 1 -3 . - .

wynika, ze punkty | ——, e , E, e sa punktami przegiecia wykresu funkcji k.

V2

VII. Wyniki uzyskane w punktach [-VI zestawiamy w tabeli:

[ z ' —o0 | —oo<z<—j-; | ——\/1? | —J5<e<0 l 0 | 0<:r<j—5 | ?LE | ﬁ<1<°° , o ,
h'(z) | © + 0 ~ - - 0 + 0
W) | o + Vie™ % + 0 - V3% - 0
hz) | o " % s 1 TN % N, | o

pP-pP- max. p-p.

VIIL Na podstawie tabeli sporzadzamy wykres funkcji.

z

d) I. Dziedzing funkcji p(z) = T2 Jest zbiér (o0, —1) U(—1,1) U (1, 00).
I1. Funkcja ta jest ciagla na swojej dziedzinie i ma miejsce zerowe tylko w punkcie z = 0.
I1I. Obliczamy granice funkcji p na ,kraficach” jej dziedziny. Mamy

T 1 T 1

T
lim = — = o0; lim —— = — = —00; lim =0
z—1—- 1 — 2 0+ z—1t+ 1 — 22 0- ’

Z nieparzystosci funkcji k wynika, ze

z

li = o0; i — = —00; li =0.
ivoi P B Rl s 1= 22 N p 0
IV. Z poprzedniego punktu wynika zatem, ze proste z = —1, £ = 1 sa asymptotami

pionowymi obustronnymi tej funkcji oraz, ze prosta y = 0 Jest jej asymptota pozioma w
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obu nieskoriczono$ciach.
V. Zbadamy teraz pierwsza pochodna funkcji p. Mamy D, = D, oraz

'(a) = 2 E1
ITErD
Funkcja p nie ma ekstremdéw lokalnych, bo

2
’ z°+1
)= ———= #0,dlaz €D
P ( ) (1 — 112)2 96 P
Funkcja p jest rosnaca na kazdym z przedzialéw dziedziny, bo
2
, z°+1
z)= ——— >0 dla |z]| #1.
Y@ =5 o #
VI. Przechodzimy teraz do badania drugiej pochodnej. Mamy D, = D, oraz
" 2z (z2 + 3)
p'(2) = ———=~.
(1-12?)

Z warunku koniecznego szukamy punktéw przegiecia wykresu funkcji p. Mamy
2z (1:2 + 3)
(1-22)°

Przy pomocy drugiej pochodnej ustalimy przedzialy wypuklosci rozwazanej funkcji. Mamy

p'(z) =0 < =0 <= z=0.

p'(z) >0 < -1lub0<z <1

Funkcja jest zatem $ciSle wypukta na przedziatach (—oo, —1), (0,1). Z nieparzystosci tej
funkcji wynika, ze jest ona $ci$le wklgsla na przedziatach (—1,0), (1,00). Z rozwazai
tych wynika dalej, ze jedynie punkt (0,0) jest punktem przegiecia wykresu funkcji p. W
punktach z = —1, z = 1 funkcja wprawdzie zmienia rodzaj wypuklosci, ale punkty te
nie naleza do dziedziny funkcji.

VII. Wyniki uzyskane w punktach I-VI zestawiamy w tabeli:

[z J-o[-00o<a<-1T][-1_T-14[-1<z<0[ 0 J0<z<1[1_J14 [I1<z< 0[]

p'(z)| O + - 0o + = 0

pl(z) | o + + 1 + + 0

p(z) | O _/ oo I—oo / 0 _/ ool—oo / 0
p.p.

VIII. Na podstawie tabeli sporzadzamy wykres funkcji.
y

z
1-—z2

k(z) =




