Rozdzial 14

Rownania pierwszego rzedu i metoda
charakterystyk

Rozwazmy réwnanie r6zniczkowe czastkowe pierwszego rzedu
F(z,u(z), Du(xz)) =0 dlaz € Q, (14.1)

gdzie
F:QOxRxR"—= R jestzadang funkcja gtadka.

O zbiorze (2 bedziemy zakladaé, ze jest otwartym podzbiorem przestrzeni R™ i ma gtadki brzeg.
Niewiadoma w tym rownaniu jest funkcja v : 2 — R. Réwnanie to uzupetniamy warunkiem
brzegowym, zadajac wartosci funkcji v na brzegu zbioru (2, badZ na jego kawatku:

u(z) =g(x) dlax eI C 0. (14.2)

Zajmiemy si¢ metoda rozwigzywania tego typu rownan, zwang metodq charakterystyk. Opiera
si¢ ona na pomysle, aby wyznaczy¢ warto$¢ funkcji u w punkcie x € €2, znajdujac w zbiorze (2
krzywa ~, ktéra taczy punkt x z pewnym punktem na brzegu x, € [' (gdzie wartoSci funkcji sa
juz okreslone) i ktéra ma tg wtasnos¢, ze wiemy, jak oblicza¢ wartosci funkcji u w punktach tej
krzywej. Krzywa t¢ wyznaczamy, sprowadzajac rownanie (14.1)) do odpowiedniego uktadu row-
nan rézniczkowych zwyczajnych. W ten sposéb powierzchnia catkowa réwnania, czyli wykres
funkcji u, zostaje jakby utkana z nitek, tzn. z warto$ci funkcji v na poszczegdlnych krzywych ~.

Dobrym zZrédtem informacji o metodzie charakterystyk jest ksiazka Evansa [8]].

Sprobujmy popatrze¢ najpierw na pewien prosty przykiad.

Zat6zmy, ze funkcja /' w rownaniu (14.1) jest liniowa wzglgdem trzeciej zmiennej i jedno-
rodna oraz nie zalezy od zmiennej z, tzn. jest postaci

F(IB,Z,p) = a(x) e

gdzie
a: 2 — R" jestustalong funkcja gtadka,
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a kropka (tu i dalej) oznacza standardowy iloczyn skalarny w R". Réwnanie (14.1) przyjmuje
wowczas postaé

a(x) - Du(z) = ar(x)ug, () + ... + an(z)u,, (x) = 0. (14.3)

Oznacza to, ze wektor gradientu Du(x) jest w kazdym punkcie = € 2 prostopadty do zadanego
wektora a(z). Gradient Du(x) jest w punkcie x prostopadty do poziomicy funkcji u, zatem wek-
tor a(x) musi by¢é w tym punkcie do niej styczny. Stad wynika, ze trajektorie pola wektorowego
a leza na poziomicy funkcji u. Zatem, zamiast wyznaczaC bezpoSrednio funkcje u, znajdziemy
najpierw jej poziomice. Utkamy je z wyliczonych krzywych catkowych pola wektorowego a wy-
puszczonych z zadanych punktéw na brzegu obszaru (2. W tym celu rozwiazemy uktad réwnan

#1(s) = ar(x(s))
a(s) = aa(x(s))

in(s) = an(a(s))

gdzie x(s) jest parametryzacja krzywej catkowej pola a. Uktad ten uzupelnimy odpowiednimi
warunkami poczatkowymi (ktére mozemy zadaé wykorzystujac znajomos¢ wartosci brzegowych
(14.2) dla funkcji u). Przy zatozeniu, ze funkcje a; sa klasy C' uktad ten posiada jednoznaczne
rozwigzanie. Wyznaczona w ten sposéb krzywa catkowa x(s) pola a lezy na poziomicy funkcji
u, zatem u(x(s)) = const. = u(x(0)), gdzie (0) € 0. Znajomos¢ parametryzacji krzywej z(s)
oraz warto$ci funkcji na tej krzywej pozwala na wyznaczenie wzoru funkcji u, badZ okreSlenie
jej w postaci uwiktanej. Krzywa x(s) nazywamy charakterystykq lub krzywq charakterystyczng
rownania (14.3)), stad nazwa metody.

Zajmiemy si¢ teraz problemem jak, dla dowolnej funkcji F', wyznaczaé krzywe charakte-
rystyczne, czyli inaczej — jak sprowadzaC réwnanie (14.1) do odpowiedniego uktadu réwnan
zwyczajnych.

14.1 Uklad charakterystyczny

Zatézmy, ze funkcja u bedaca rozwiazaniem zagadnienia (14.1)-(14.2) jest klasy C?((2). Przyj-
mijmy, ze krzywa - opisana jest parametryzacja

z(s) = (z1(8), ..., zn(9))
dla s z pewnego odcinka prostej rzeczywistej R. Niech funkcja 2z opisuje warto$ci funkcji v na
tej krzywej, tzn.
2(s) = u(z(s)),
a funkcja p(s) = (p1(s), ..., pn(s)) — wartosci gradientu funkcji u na tej krzywej, tzn.

p(s) = Du(x(s)), gdzie
pi(8) = ug, (z(s)) dlai=1,... n.
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Pochodne funkcji z, z, p wzglgdem parametru s bedziemy oznaczaé z, z p.
Funkcja F' jest funkcja 2n + 1 argumentéw. Odpowiednie sktadowe jej gradientu oznaczymy
przez I, F,, F},. Scislej méwiac,
Fx(‘rVZ?p) - DxF(.I,Z’p) - (le(x7 Z7p)7 A 7Fxn,(x7z7p))
Fz(xa Zap) = DZF(Q], Zap)

Fy(x,2,p) = D,F(z,2,p) = (Fp, (x,2,p), ..., F,, (2,2,Dp)).

Roézniczkujac funkcje z oraz p wzgledem parametru s otrzymujemy

2(s) = Du(z(s)) - #(s) = p(s) - z(s) (14.4)
oraz
0i(s) = Da(us,)(2(s)) - 2(s) = Zn: dal (z(s)) &;(s) (14.5)
Di - x\ Yz, — p 8:173693@ 7 .
dlaz = 1,...,n. Zauwazmy, ze w ostatnim réwnaniu pojawiaja si¢ drugie pochodne funkcji u.

Zrézniczkujmy takze wyjSciowe rownanie (14.1) wzgledem z. Otrzymamy

F,,(x,u, Du) + F,(z,u, Du) u,,(x) + ]Zl Fy (x,u, Du) afjauxj (x) =0 (14.6)
dlaz=1,...,n.
Zalézmy teraz, ze -y jest krzywa w zbiorze €2, ktdrej parametryzacja x(s) spelnia réwnanie
i(s) = Fy(x(s), 2(s), p(s)). (14.7)
Woéwczas réwnanie (14.4) przyjmuje postaé
Z(s) = p(s) - Fp(x(s), 2(s),p(s)). (14.8)

Réwnanie (14.5) mozemy przeksztalcié, korzystajac z (14.6), (14.7) i z symetrii drugich pochod-
nych (przypomnijmy, ze zaktadamy, ze u jest klasy C?!), otrzymujac

) = = 3 5 a6 By (9,29, 0(6)
=~ w(s).2(5).0(5) = Fa(s). (). p(s)) ia(s)

Laczac réwnania (14.7)), (14.8), (14.9) otrzymujemy zamknigty uktad 2n + 1 réwnan zwy-
czajnych postaci

(14.9)

i = F,
i = p-F, (14.10)
p = _Fm_sz

Dla uproszczenia pomingliSmy w zapisie argumenty funkcji, nalezy jednak pamigtac, ze funkcje

x, z, p i ich pochodne zaleza od parametru s, za$ argumentem funkcji F jest wektor (z, z,p) €
R2n+1.
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Definicja 14.1. Uktad (14.10) nazywamy uktadem charakterystycznym rownania (14.1)).

Pamigtajmy, ze uktad ten wyprowadzony zostat przy zatozeniu, ze rozwigzanie rGwnania
(14.7) jest klasy C?(). Kluczowym pomystem przy wyprowadzaniu uktadu charakterystyczne-
go bylo przyjecie zalozenia, ze wektor styczny do krzywej v spelnia réwnanie (14.7).

Definicja 14.2. Krzywa x(s) otrzymana jako czgs$¢ rozwiazania uktadu (14.10) bedziemy nazy-
wacl charakterystykq badz tez krzywq charakterystyczng réwnania (14.1), tzn. réwnania

F(z,u(zx), Du(z)) = 0.

Petne rozwiazanie uktadu (14.10), to znaczy krzywa (x(s), z(s), p(s)) potozona w przestrzeni
R2"+1 bedziemy nazywal wstegq charakterystyczng réwnania (14.71).

Uwaga terminologiczna. W niektérych Zrédtach, np. w podrgczniku Evansa [8]], termin cha-
rakterystyka ma nieco inne znaczenie: odnosi si¢ do petnego rozwiazania uktadu (14.10), czyli
do krzywej catkowej (z(s), z(s), p(s)) potozonej w przestrzeni R*"™!, zas sama krzywa x(s) w
zbiorze () okredla si¢ jako zrzutowanq charakterystyke na przestrzen zmiennych niezaleznych
R™.

W niektérych przypadkach szczegdlnych uktad charakterystyczny (14.10) ma prosta forme.
Dzieje sie tak np. wtedy, gdy funkcja F', definiujaca réwnanie (14.1) jest liniowa wzgledem
zmiennej p.

Przyktad 14.1 (Funkcja F jest liniowa'). Zal6zmy, ze funkcja I jest funkcja liniowa drugiej i
trzeciej zmiennej, tzn. F’ jest postaci

F(x,z,p) =a(x)z+b(x) - p+ c(z),

gdziea : Q CR" - R,b0: Q2 C R" = R" oraz ¢ : {2 — R sa zadanymi funkcjami gtadkimi.
Réwnanie (14.1) przyjmuje wéwczas postaé

bi(2) Usy () 4+ ...+ by () Us, () + a(x) u(x) + c(z) =0 dlaz € Q. (14.11)

Wypisujac pierwsze n + 1 rownan uktadu charakterystycznego otrzymujemy

I
—~
VA
~—
I
A
8
—
»
~—
~—
A
\/

(14.12)
= (iE( )) Z(S) c(z(s)) zréwnania (14.17).

DostaliSmy uktad zamknigty; nie trzeba wypisywaé¢ dodatkowego rownania na p. Do wyzna-
czenia krzywej charakterystycznej wystarczy rozwiazaé uproszczony uktad charakterystyczny
(14.12).

!Jest tu pewna niescistos¢ terminologiczna — w zasadzie funkcja postaci f(z,p) = az + bp + c jest funkcja
liniowa tylko dla ¢ = 0, a dla ¢ # 0 jest funkcja afiniczna, ale utarto si¢ (szczegélnie w praktyce szkolnej) mieszac
te dwa pojecia i nazywaé funkcje afiniczne liniowymi.
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Przyklad 14.2. Zat6zmy teraz, ze F’ jest funkcja liniowa tylko wzglgdem zmiennej oznaczajace]
pochodna Du, tzn. F' jest postaci

F(z,z,p) =a(z,2) - p+ c(x, 2),

gdziea : X R — R oraz ¢ : 2 x R — R sa zadanymi funkcjami gtadkimi. Réwnanie (14.1)
przyjmuje postaé

ar(z,w) ug, () + ...+ ap(x,u) ug, () + c(x,u) =0 dlaz € Q. (14.13)

Wypisujac podobnie jak poprzednio pierwsze n + 1 réwnan uktadu charakterystycznego otrzy-

mujemy
#(s) = alx(s),2(s)),
2(s) = a(x(s),2(s)) - p(s) (14.14)
= —c(x(s),z(s)) zréwnania (14.13).

Ponownie dostajemy uktad zamknigty bez koniecznoSci wypisywania rownania na p. Zatem row-
niez w przypadku, gdy funkcja [ jest liniowa tylko wzgledem zmiennej p do wyznaczenia krzy-
wej charakterystycznej wystarczy uproszczony uktad charakterystyczny (14.14).

14.2 Dopuszczalno$é warunkow poczatkowych

Aby uktad (14.10) mial jednoznaczne rozwiazanie, trzeba go uzupetni¢ odpowiednimi warunka-
mi poczatkowymi.

W dalszej czgsci wykladu bedziemy dla uproszczenia zakladad, ze brzeg I' zbioru €2 w po-
blizu punktu zo € T jest zawarty w hiperptaszczyznie {x,, = 0}, a zbidr () zawarty jest w p6t-
przestrzeni {z € R": x, > 0}. Taka sytuacj¢ mozna uzyskaé przeksztatcajac dyfeomorficznie
obszar {2 i wyjSciowe zagadnienie w otoczeniu punktu z.

Niech punkt x4 bedzie dowolnym punktem na hiperpowierzchni I', na ktérej zadany jest
warunek brzegowy (14.2). Uktad (14.10) chcemy uzupetnié o warunki poczatkowe

x(0) = xo,
2(0) = 2o,
p(0) = po.

Wartosci brzegowe funkcji v na I' zadane sa funkcja g, przyjmujemy wigc
2(0) = 2o = g(xo). (14.15)

Pojawia si¢ natomiast problem jak okreslic punkt poczatkowy pgy, skoro warunek brzegowy
(14.2) nic nie méwi o wartosci gradientu funkcji w.

Zauwazmy, ze skoro przyjeliSmy zatozenie, ze I' C {z,, = 0}, to warunek brzegowy (14.2)
mozemy zapisaé w postaci

w(zy, .oy xy1,0) = g(x1, ..., 20-1,0).
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Rézniczkujac u wzgledem x; (w kierunkach stycznych do I') otrzymujemy
Uy, (1, .o Xp1,0) = gu, (21, ..., 2p1,0) dlai=1,...,n—1.

Ktadziemy zatem
pi(0) = gz, (xg) dlai=1,...,n—1. (14.16)

OtrzymaliSmy (n — 1) warunkéw okreslajacych pierwsze (n — 1) wspétrzgdnych wektora
p(0). Potrzebujemy jeszcze jednego warunku pozwalajacego okresli¢ ostatnia wspétrzedna. W
tym celu skorzystamy z réwnania (14.1)). Wstawiajac do niego wartosci x(0), z(0) oraz p;(0) dla
1 =1,...,n — 1 otrzymujemy réwnanie

F(l’o, g(xO)a Gay ($0>7 <. 7g$n_1<x0)7pn(0)) = Oa (1417)

w ktérym jedyna niewiadoma jest p,(0) i w ten sposéb otrzymujemy ostatnie, n-te réwnanie
okreslajace warunek poczatkowy dla funkcji p(s).

Zauwazmy, ze réwnanie (14.17) jest w ogélnoSci rOwnaniem nieliniowym, co oznacza, ze
wektor py spetniajacy warunki (14.16) oraz (14.17) moze w ogdle nie istniec, albo nie by¢ jed-
noznacznie wyznaczony.

Réwnania (14.15)), (14.16)), (14.17) bedziemy nazywaé warunkami zgodnosci.

Definicja 14.3. M6wimy, ze wektor danych poczatkowych (zg, 20, p0) € R*™™! jest dopusz-
czalny dla uktadu charakterystycznego (14.10) zwiazanego z zagadnieniem brzegowym (14.1)—
(14.2), tzn. zagadnieniem

F(z,u,Du) =0 naf,
u=g¢g nal C 0,

jesli xg € T" oraz spetnione sa warunki zgodnosci (14.15)), (14.16), (14.17)), tzn.

20 = g(20),
Po = (gxl (x[))a L agxn_l(l'O)apn(O))a
F('I()yZOapO) = 0.

14.3 Niecharakterystycznos¢ danych poczatkowych

Wiemy juz jakimi warunkami poczatkowymi nalezy uzupetni¢ uktad charakterystyczny (14.10),
aby wyznaczy¢ charakterystyke x(s) przecinajaca I' w punkcie zq oraz wartosci funkcji v na
charakterystyce. Aby rozwiaza¢ zagadnienie (14.1)—(14.2)) lokalnie w otoczeniu punktu zy € I,
musimy jednak umie¢ rozwiazac uklad charakterystyczny dla warunkéw poczatkowych lezacych
blisko x¢. Inaczej moéwiac, trzeba sprawdzié, czy mate zaburzenie wektora (o, 2o, po) zachowuje
warunki zgodnoSci.

Prawdziwy jest nastgpujacy lemat:
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Lemat 14.1. Zalézmy, ze wektor danych poczatkowych (xo, 2o, po) jest dopuszczalny oraz, Ze
pochodna czgstkowa funkcji F' wzgledem ostatniej zmiennej wektora p € R" jest rozna od zera
w punkcie (xq, 2o, Po), 121

Fpn (I’O, Zo,po) 7£ 0.

Istnieje wowczas otoczenie U punktu xo € I' o tej wlasnosci, Ze dla dowolnego punktu y =
(Y1, -+ sYn-1,0) € UNT uktad n réwnaii dla niewiadomych by, . . . , b,

bl = Gz (y)

1 = gxn_1(y)
F(yag<y)7b17"'7bnflabn) =0

ma jednoznaczne rozwiqzanie.
Na mocy powyzszego mozemy zdefiniowac funkcje

qg:UNl—>R"
a(y)=0b; dlai=1,...,n,

ktéra ma t¢ wtasnosé, ze q(x¢) = po i ktéra pozwala nam “produkowac” dopuszczalne dane po-
czatkowe dla uktadu (14.10) w pewnym otoczeniu punktu x,. W zwiazku z tym wprowadzamy
nastepujaca definicje.

Definicja 14.4. Powiemy, ze wektor danych poczatkowych (g, 29, po) € R*"*! jest niecharak-
terystyczny, jesli spelniony jest warunek

Fpn($07207p0) ;é OJ (1418)
gdzie F' jest funkcja definiujaca rownanie (14.1).

Uwaga 14.1. W przypadku ogdélnym, gdy brzeg I' nie jest plaski w otoczeniu xq, tzn. nie jest
zawarty w hiperptaszczyznie {x, = 0}, warunek niecharakterystycznosci danych poczatkowych
przyjmuje postaé

D, F(zo, 20, o) - v(x0) # 0,

gdzie v(zy) oznacza wektor normalny zewngtrzny do brzegu I' C 02 w punkcie z.

14.4 Rozwiazania lokalne

Przejdziemy teraz do zasadniczego celu naszych rozwazaf, tj. do konstrukcji (lokalnego) rozwia-
zania zagadnienia (14.1)—(14.2). Lokalno$¢ oznacza, ze chcemy znaleZ¢ rozwiazanie przynaj-
mniej w poblizu brzegu I, niekoniecznie w caltym zbiorze ().

Zal6zmy, ze wektor danych poczatkowych (zg, 29, po) € R?*"* jest dopuszczalny i niecha-
rakterystyczny. Zgodnie z lematem |14.1| istnieje funkcja ¢: R" — R" taka, ze py = q(zo), a
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ponadto wektor («, g(«), g()) dla wszystkich warto$ci o z pewnego otoczenia punktu zo na I
okresla dane dopuszczalne. Dla kazdego takiego punktu o = («q, ..., a,_1,0) rozwigzujemy
uktad charakterystyczny (14.10)

z = F,
2 = p-F,
p = —Ia—Fp
z warunkami poczatkowymi
z(0) = «,
2(0) = g(a), (14.19)
p(0) = q(a),

otrzymujac wstege charakterystyczna, czyli krzywa (z(s), z(s), p(s)) w przestrzeni R*"*1. Za-
lezy ona oczywiScie od punktu poczatkowego. Aby zaznaczy¢ te¢ zaleznos$¢, bedziemy czasem
uwzgledniaé parametr « jako argument, zapisujac pelne rozwiazanie uktadu jako

(z(a, ), 2(, 5), plav, 8)).

Przypomnijmy, ze dla uproszczenia zatozyliSmy, ze I' C {z € R": x, = 0},aQ C {z €
R™: x, > 0}. Prawdziwy jest nastgpujacy lemat:

Lemat 14.2. Zatozmy, Ze (o, 20, po) jest wektorem dopuszczalnych i niecharakterystycznych da-
nych poczatkowych. Istniejq wowczas: przedziat otwarty I C R zawierajqcy zero, otoczenie
W C T C R punktu xq oraz otoczenie V- C R"™ punktu x, o tej wlasnosci, ze dla kaidego
y € V istnieje doktadnie jedna para (a, s) € W x I spetniajqca warunek

y = z(a, s),

gdzie x(a, +) oznacza charakterystyke startujqcq z punktu o € W. Ponadto odwzorowania

y — s(y)
y = a(y)

sq klasy C*.

Skoro na mocy powyzszego lematu przez kazdy punkt x € V przechodzi doktadnie jedna
charakterystyka startujaca z pewnego punktu v € W, mozemy zdefiniowa¢ funkcje u, ktadac

u(z) = z(a(x), s(x)), (14.20)

gdzie a(z) € W oraz s(z) € I sa takie jak w lemacie |14.2, a funkcja z(a, s) jest czgscia
rozwiazania uktadu charakterystycznego (14.10) z warunkami (14.19).
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Twierdzenie 14.1. Zatézmy, Ze (xo, 20, po) jest wektorem dopuszczalnych i niecharakterystycz-
nych danych poczatkowych. Funkcja u zdefiniowana wzorem (14.20)) jest klasy C? i spetnia réw-
nanie rozniczkowe czqstkowe

F(z,u(z), Du(xz)) =0 dlax eV CQ

z warunkiem brzegowym
u(zo) = g(xg) dlaxg e W CT,

gdzie zbiory W i 'V sq takie jak w lemacie|14.2,

Zauwazmy, ze twierdzenie to mOwi o istnieniu rozwiazan lokalnych, tzn. takich, ktére sa
okreslone w pewnym (by¢é moze matym) otoczeniu tych punktéw brzegowych, ktére generuja
dopuszczalne i1 niecharakterystyczne dane poczatkowe dla uktadu charakterystycznego. Aby zna-
lez¢ odpowiedZ na pytanie o istnienie rozwigzania w calym zbiorze (2, trzeba bada¢ innymi me-
todami przedtuzalno$¢ otrzymanych rozwiazan lokalnych.

Problem rozwiazania uktadu charakterystycznego bywa powaznym wyzwaniem. W przy-
padkach szczegdlnych, np. gdy F' jest funkcja liniowa, jest to zadanie dos$¢ proste. Jednak w
ogllnym przypadku znalezienie rozwigzania moze wymagac uzycia metod numerycznych. W
dalszej czeSci rozwiazemy kilka przyktadow, a pdzniej zobaczymy, jak metoda charakterystyk
dziata w praktyce.

14.5 Przyklady

Dla ulatwienia §ledzenia rozwigzan przypominamy ogdlng posta¢ uktadu charakterystycznego:

F,,

2 = p-I,
) = _Fx_sz-

Pierwsze cztery przyktady dotycza réwnania quasiliniowego, tzn. takiego, w ktérym funkcja
F' jest funkcja liniowa zmiennej p. Jest to sytuacja, gdy uklad charakterystyczny ma prostsza
postaé — do jego zamknigcia nie potrzeba wypisywac réwnania na p. Niemniej, nawet w takiej
sytuacji sformulowane wyzej twierdzenie mowi o istnieniu rozwiazan lokalnych. Otrzymawszy
zatem rozwiazanie, trzeba zawsze zbadac na jakim obszarze jest ono dobrze okreSlone.
Zadanie 14.1. Znale7¢ rozwiazanie rOwnania

Tu, +yu, =2 wzbiorze Q = {(z,y) € R : z > 0}, (14.21)

spetniajace warunek
u(l,y) = 3y> (14.22)
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Rozwiqzanie. To zagadnienie nie jest Scile rzecz biorac zagadnieniem brzegowym, gdyz
prosta (1,4) € R? nie stanowi brzegu obszaru ). Mozemy jednak rozwazy¢ obszary ; =
{(z,y) € R* : x > 1} oraz Qs = {(z,y) € R? : x € (0,1)}. Wtedy warunek (14.22)) zadany
jest na catym brzegu obszaru €2; oraz na kawatku I" brzegu obszaru €2,.

Zat6zmy, ze (x,y) € €. Funkcja F' definiujaca réwnanie (14.21)) jest postaci

F(z,y,2,p) =xp1 +yp2 — 2.

Jest to funkcja liniowa wzgledem p = (py, p2), wigc uktad charakterystyczny nie wymaga row-
nania dla p(s). Przyjmuje on postaé

z(0) =1,
y(0) = o,
2(0) = 3a?

Parametr o okresla potozenie punktu poczatkowego na brzegu obszaru. Rozwiazujac ten prosty
uktad dostajemy

z(s,a) =€’

y(s,a) = ae’

2(s,a) = 25 + 3a”.

Charakterystyka wypuszczona z punktu (1, a) opisana jest parametryzacja

(x(s,),y(s,a)) = (&°, ae®).
Poniewaz
u(z(s,a),y(s,a)) = z(s,a) = 2s + 302,

to odwracajac parametryzacj¢ (jest to mozliwe zaré6wno w obszarze €2 jak i {29) otrzymujemy

wzOr na funkcje u:
2

u(z,y) =2Inz + 3% dla (z,y) € Q.

Latwo sprawdzié, ze wzor ten okreSla rozwigzanie takze w obszarze (), i ze rozwigzania te
sklejaja si¢ do funkcji gtadkiej na catym obszarze €. ¢

Zadanie 14.2. ZnaleZ¢ rozwigzanie zagadnienia brzegowego

Ty Ug, + (21 + T2) Ug, + (01 + X3) Uy, = 1 + 29 + 23 dla (21,79, 73) € R x R x R,

u(zy, xe,0) = 1 — X9 dla zq, 25 € R.
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Rozwiqzanie. Funkcja F' definiujaca réwnanie jest postaci
F(z,2,p) = x1p1 + (21 + 22) p2 + (21 + 23) p3 — 21 — 72 — 3.

Poniewaz jest ona liniowa wzgledem zmiennej p, uktad charakterystyczny upraszcza si¢ do
uktadu

i1(s) = w1(s)
To(s) = w1(s) + xa(s)
t3(s) = w1(s) + x3(s)
2(s) = x1(s) + xa(s) + x3(s).

Korzystajac z warunku brzegowego naktadamy warunki poczatkowe postaci

21(0) = a,

552(0) =B,

1’3(0) = 0,
2(0) = a5,

z1(s,a, B) = ae’,
xo(s, a, B) = pe’ + ase’,
x3(s,a, f) = ase’,
2(s,a,8) = (B — a)(e’ — 2) + 2ase”’.

Niech (21, x5, 23) € 1 = R X R x R*. Szukamy charakterystyki przechodzacej przez ten
punkt.
Jesli z1 # 0, to a # 0 i dostajemy

Zs3
§ = —
T

_z3

o= 1T1e <1

_23
f=(rg—x3)e “1.

Funkcja u zadana jest zatem wzorem
u(zy, xe,x3) = (2 + w3 — x1) + 2(x1 — 22 + l‘g)e_% dlazy #0, 25 € R, z3 > 0. (14.23)
Jesli natomiast x; = 0, to o = 0 1 dane poczatkowe sa niecharakterystyczne. Mamy bowiem

Fpy (2(0), 2(0),p(0)) = 21(0) + 23(0) = 0.

Twierdzenie |14.1| o lokalnym istnieniu rozwigzan nic wigc nie méwi o rozwigzaniach przecho-
dzacych ,,nad” prosta (0, x2,0) C OS.
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OtrzymaliSmy zatem dwa kawatki rozwiazania: jeden okre§lony na podzbiorze RT x R x
R* C Q a drugi na podzbiorze R~ x R x RT C €. Zastanéwmy sig, czy mozna je skleié¢ do
rozwigzania okreslonego na calym zbiorze (2.

Niestety, patrzac na wzor funkcji v (14.23) widzimy, ze rozwigzania nie da si¢ przedtuzyc
w sposob ciagty do punktu (0, 29, x3), dla 23 # 0 — granice jednostronne beda rézne, gdy
bedziemy podchodzi¢ od strony z; > 01 z; < 0. Latwo jest rOwniez sprawdzié, ze granica
rozwigzania nie bedzie istnie¢ w zadnym punkcie brzegowym postaci (0, 2, 0).

ZnalezliSmy w ten sposOb rozwigzanie wyjSciowego réwnania, ale w zbiorze

O =R" xR xR",
z warunkiem brzegowym okreslonym na czg¢sci brzegu:
u(ry,x2,0) =21 — 29 na T C Oy,
gdzie

I'= {(SEl,QZQ,J}g)i 1> 0,29 € R,Jfg = 0}
0 =T U{(z1,29,23): 1 = 0,29 € R, x5 > 0}.

Analogicznie wykazujemy, ze istnieje rozwigzanie zagadnienia zadanego na zbiorze
Q=R xR xR",
z warunkiem brzegowym okreslonym réwniez na kawatku I" brzegu tego zbioru, gdzie
I'={(z1,29,23): 11 < 0,29 € R, 23 = 0}.
¢
Zadanie 14.3. Znalez¢ rozwiazanie zagadnienia
uu, —uy, =u—1 dla(x,y) € Q=R

spetniajace warunek
u(z,r) = 2x.

Rozwiqzanie. WartoSci funkcji u okreslone sa na prostej y = x, ktéra dzieli cata ptaszczyzng
R? na dwie potptaszczyzny, formalnie rzec biorac nasze teoretyczne rozwazania (i twierdzenia)
dotycza dwoch otwartych obszaréw, nie ma to jednak wptywu na procedur¢ wyznaczania roz-
wiazania.

Réwnanie jest postaci F'(z,y,u, Du) = 0, gdzie

F<xvyazap) :Zpl_pZ_Z_'_l-
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Przyjmijmy
(z,y) = (2(s), y(s)),
2(s) = u(x(s),y(s)
p(s) = (ua(x(s), y(
Wypisujemy réwnania charakterystyk:
(s) = 2(s),
i(s) = —1,
2s) = (p1(5);pa(s)) - (2, =) = zpr —pa = 2 = 1.

);
s)), uy(2(5), y(s)) = (pr(s), pa(s)).

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, réwnanie na p(s) nie jest nam potrzebne. Mamy zatem
rozwiazac¢ uktad

2(s)=2z—-1
z odczytanym z warunkow brzegowych warunkiem poczatkowym
(0) = «
9(0) = «
2(0) = 2a.
Odcatkowujac rOwnania otrzymujemy
z(s) = Ae® + 1,
y(3> = =5+ Ba
z(s) = Ae® + s+ C,
co po uwzglednieniu warunkéw poczatkowych daje
z2(s,a) = 2a—1)e* + 1,
y(s,a) = —s+a,
z(s,a) = 2a—1)e*+s+1—a.
Ostatecznie
u(z,y) = z(z(s,a),y(s,a)) = Qa—1)e* + 1 =z +y.
¢

Zadanie 14.4 (Niejednorodne réwnanie Burgersa). ZnaleZz¢ rozwigzanie zagadnienia brzego-
wego

u+uu, =1 dla(z,t) € R x RT
u(z,0) = kx dlaz € R,

gdzie k € R jest zadanym parametrem.
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Rozwiqzanie. Funkcja F’ jest postaci
F(I7t7 Zap) =p2+2z2p1 — 1.

Wypiszmy uktad charakterystyczny

oraz warunki poczatkowe

t(s) =1
z(s) = z(s)
2(s) =1

Rozwiazaniem tego uktadu sa funkcje
t(s,a) = s,
x(s, o) = %s2 + kas + a,
2(s, ) = s + ka.

Parametr s rOwny jest zmiennej ¢, za$ parametr « fatwo mozemy wyznaczy¢ znajac wspotrzedne
punktu (x,t):

ooy
kt+1°
Funkcja u bedaca rozwiazaniem naszego zagadnienia jest zatem postaci
1,42
r— 35t
w(z,t) =t+k M
(z,4) kt+1

Rozwiazanie to zalezy oczywiscie od parametru k, ktdry jest jedna z danych wyjsciowego zagad-
nienia. Latwo zauwazy¢, ze dziedzina rozwigzania w istotny sposéb zalezy od tego parametru.
Charakterystyka startujaca z punktu («, 0) jest opisana parametryzacja

t(s, ) = s,

x(s,a) = %32 + kas + a.
Dla k > 0 takie krzywe nie przecinaja si¢ w obszarze R x R*. Pozwala to na skonstruowanie
rozwiazania, ktére jest dobrze okreSlone na catej poiptaszczyznie R x R*.
Dla £ < 0 charakterystyki przecinaja si¢ w punkcie (#, —%): Nie mozemy zatem w Spo-
s6b jednoznaczny odwréci¢ parametryzacji. Przedziat I w Twierdzeniu |14.1|jest réwny (0, —%)
Rozwiazanie naszego wyjSciowego zagadnienia brzegowego ,,wybucha” do nieskoniczonosci do-

chodzac do punktéw na prostej R x {—%}, nie jest zatem okreSlone na calej pétptaszczyznie.

O
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Zadanie 14.5 (Réwnanie eikonalu). Niech B(0, 1) oznacza otwarte koto jednostkowe w R2.
Rozwiaza¢ zagadnienie brzegowe

uZ +ul =1 dla(z,y) € R*\ B(0,1)
u(z,y) =0 dlaz®+y* = 1.

Rozwiqzanie. To rOwnanie jest w pelni nieliniowe z funkcja F' postaci

F($7yvz7p):p%+pg_1 dlap:(plap2)‘

Wypisujac uktad charakterystyczny otrzymujemy réwnania

Teraz trzeba okresli¢ warunki poczatkowe dla tego uktadu. Parametryzujemy okrag jednostkowy
dtugoscia tuku
[0,27) 5 a +— (cos a, sin @)

1 otrzymujemy
z(0) = cos
y(0) = sin a,
2(0) = 0.
Trzeba jeszcze okresli¢ warunki poczatkowe dla py, po. Przypomnijmy, ze

pi(s) = 92 (a(s),w(s)),

zatem 5
u
0) = =—(cos a, sin «).
p1(0) P) x( )
Rézniczkujac stronami réwnanie u(cos «, sin o) = 0 wzglgdem parametru «v otrzymujemy
ou ) , ou )
%(COS a,sina)(—sina) + %(COS a,sina) cosa = 0,

czyli
—p1(0) sina + p2(0) cosa = 0.

Z réwnania wiemy ponadto, ze
p1(0) + p3(0) = L.
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Powyzsze warunki okreslaja dwa dopuszczalne zestawy danych poczatkowych dla wektora p:
p1(0) = c'os a b P 0) =-— C‘OS «
p2(0) =sina p2(0) = —sina

Sprawdzmy, czy wyznaczone dane poczatkowe spelniaja warunek niecharakterystycznoSci
okreslony w definicji |14.4. Zauwazmy, ze parametryzacja okregu dlugoscia tuku odpowiada
wprowadzeniu w R? wspétrzednych biegunowych (v, 7). Taki uklad wspétrzednych powoduje
,,Wyprostowanie” brzegu obszaru 2 — okrag {2 + 3> = 1} zostaje przeksztalcony na odcinek
{a € [0,27);r = 1}. Latwiej jest jednak pracowaé w oryginalnym uktadzie (x,y). Poniewaz
brzeg obszaru nie jest wtedy prosty, warunek niecharakterystycznoSci przyjmuje postac

Fy(2(0),4(0),2(0),p(0) - v # 0,

gdzie v = (ng,ns) jest wektorem normalnym zewnetrznym do brzegu obszaru 2 w punkcie
(2(0), y(0)). U nas

n] = — COS

Ny = —sina.
Mamy zatem
(2p1(0),2p2(0)) - (n1,n9) = —2(£ cos o, £ sina) - (cos o, sina) = F2,

co oznacza, ze oba zestawy danych poczatkowych sa niecharakterystyczne. Bedziemy pracowac
z zestawem danych poczatkowych

Rozwiazanie dla drugiego zestawu przebiega w spos6b analogiczny. Rozwiazujac uktad charak-
terystyczny otrzymujemy

= (2s+ 1) cosa,
= (2s+1)sina,

Niech teraz (z,y) € ). Odwracajac parametryzacje przechodzacej przez ten punkt krzywej cha-
rakterystycznej, dostajemy zaleznos$¢

25+ 1 =+/a% + 92

# wersja: Ola-poprl, 21 pazdziernika 2010



Korzystaj. Mow, skad wzigtes. © MIM UW 141/166

Stad wzor na rozwiazanie naszego zagadnienia ma postac
u(w,y) = V> + 97 - 1.

Drugi zestaw danych poczatkowych prowadzi do rozwiazania postaci
u(z,y)=1-— \/Wy2

W szczegdlnosci widzimy wigc, ze rozwiazanie naszego zagadnienia nie jest jednoznaczne.

O

14.6 Zadania do samodzielnego rozwiazania

Zadanie 14.6. ZnaleZ¢ rozwigzanie zagadnienia brzegowego

—yu, +zu, =1 dla(x,y) € R" x RT,
u(z,0) =z dlaz > 0.

Zadanie 14.7. ZnaleZ¢ rozwiazanie zagadnienia brzegowego

Yyu, —zu,=u wQ={(r,y) e R*:z >0},
u(z,0) =z dlaz > 0.

Czy to zagadnienie posiada rozwiazanie okreslone na calej plaszczyznie R?? Czy jest ono jed-
noznaczne?

Zadanie 14.8. ZnaleZ¢ rozwigzanie zagadnienia
?uy + vPu, = (z+y)u dla(z,y) € RT x RT,

u(z, g) =1 dlaz > 0.

Uwaga: W kolejnych zadaniach nie ma sprecyzowanego obszaru, w ktérym ma by¢ okreslona
funkcja bedaca rozwigzaniem danego réwnania. Nalezy rozwigza¢ réwnanie w mozliwie naj-
wigkszym obszarze i zbada¢ przedtuzalnos¢ tego rozwiazania.

Zadanie 14.9. Znalez¢ rozwiazanie rOwnania
Uy — TUy = U

spetniajace warunek
u(x,0) = x.

Zadanie 14.10. Znalez¢ rozwiazanie rOwnania
TUy + 2yuy + u, = 3u
spetniajace warunek

u(z,y,0) =z —y.
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Zadanie 14.11. ZnaleZ¢ rozwiazanie réwnania
Uy — Uy +2u =0

spetniajace warunek
u(z,0) = .

Zadanie 14.12. ZnaleZ¢ rozwiazanie rOwnania
Uy + Uy = 1
spetniajace warunek
1
u(z,x) = 7%

Zadanie 14.13. ZnaleZ¢ rozwiazanie roéwnania

Uy + Uy = —u?

spetniajace warunek
u(z,0) = 2°.
Zadanie 14.14. ZnaleZ¢ rozwiazanie rOwnania

ug,;—kuy:u2

spetniajace warunek
u(x, —z) = x.
Zadanie 14.15. Znalez¢ wzor na rozwigzanie rOwnania

ux+uy:u2

spetniajace warunek
u(z,0) = g(x),
gdzie g jest zadana funkcja ciagla.

Zadanie 14.16. ZnaleZ¢ rozwiazanie rownania
z(y? + u)u, — y(a* + u)u, = (2* — y*)u

spetniajace warunek
u(z, —x) = 1.
Zadanie 14.17. ZnaleZ¢ rozwiazanie roéwnania

2 2

Uy — Uy = TUFY

spetniajace warunek
u(z,0) = —x.
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Zadanie 14.18. ZnaleZ¢ rozwiazanie rOwnania

2 2 _ 2
Uy — U, = TU
spetniajace warunek
u(z,x) = 1.

Zadanie 14.19. Znalez¢ rozwiazanie réwnania
uguy =u wQ={(z,y) € R*:z >0}

spetniajace warunek
u(0,y) = y*.

Zadanie 14.20. Niech B = B (0,1) oznacza otwarte koto jednostkowe w R2. Niech funkcja
u € C'(B) bedzie rozwigzaniem réwnania

a(z,y)u, + b(x,y)u, +u =0,
gdzie a oraz b sa zadanymi funkcjami ciagltymi. Wykazaé, ze jesli
a(x,y)z+b(z,y)y >0 dla(z,y) € OB,
tou = 0.

Zadanie 14.21. Rozwazmy réwnanie Burgersa bez lepkosci

2
u + <%) =u; +uu, =0 dla(x,t) € R x RT,
u(z,0) = up(x).

1. Przyjmijmy uo(x) = arctg z i niech u bedzie rozwiazaniem podanego wyzej zagadnienia.
Wykazac, ze dla ustalonego = € R zachodzi

u(z,t) — 0.

t—ro0
Czy zbieznos$¢ ta jest jednostajna wzgledem z?
2. Zbada¢, dla dowolnego ug, zachowanie si¢ rozwigzania przy t — oQ.

Zadanie 14.22. Rozwazmy zagadnienie

?u, +yu, = c(r,y)u  wR?

u(cosa,sina) = g(a) dlaa € (—m, 7],

gdzie g jest funkcja ciagta na okregu jednostkowym w R?, za$ ¢ € C''(R?).
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1. Znalez¢ wzor na funkcje u € C'(R? )\ (0,0)) bedaca rozwigzaniem tego zagadnienia w
obszarze R? \ (0, 0).

2. Zatézmy, ze ¢(0,0) < 0. Wykazaé, ze funkcje u mozna przedtuzy¢ do funkcji klasy
C1(R?) wtedy i tylko wtedy, gdy g = 0 (co oznacza, ze wtedy u = 0).

3. Zatézmy, ze ¢(0,0) > 0. Wykazad, ze funkcje u mozna wéwczas przedtuzyé do funkcji
klasy C°(R?).

4. Zatézmy, ze ¢(0,0) = 0. Wykazad, ze w ogdlnosci (dla dowolnego ¢ i dowolnego ¢) nie
mozna przedtuzy¢ funkcji v do funkcji klasy C°(R?).

5. Niech ¢(x,y) = y oraz zat6zmy, ze

9(0) = g(m) = —g(
dla pewnego K € R. Wykazac, ze

lim u(tcosa,tsina) = K Vo € (—m, 7).
t—0+

Czy v mozna przedtuzy¢ do funkcji ciagtej na R??

6. Niech c(z,y) = 2? oraz zal6zmy, ze

9(5) = 9(=3) =0.

Czy u mozna przedtuzy¢ do funkcji ciaglej na R??
Zadanie 14.23. Rozwazmy zagadnienie
ur + h(wu, =0 wQ={(z,t) : 2 € R, t >0}
u(z,0) = g(z) dlaz eR,
gdzie h € C*(R) oraz g € C°(R).
1. Wypisac i rozwigzaé uktad charakterystyczny dla tego zagadnienia.

2. Zalézmy, ze g € C'(R). Podaé warunek, jaki musza spetniac funkcje h oraz g, aby istniato
jednoznaczne rozwiazanie tego zagadnienia w obszarze R x [0, T'| dla pewnego dostatecz-
nie matego 7. Wyznaczy¢ maksymalng warto$¢ 1), dla 7. Wykazaé, ze rzeczywiscie
istnieje jednoznaczne rozwiazanie u € C*(R x [0, T},q2]) dla g oraz h spelniajacych po-
dany warunek.

3. Zatézmy, ze

(2) = 1 dlax <0,
P =0 dlaz > 0.

Podac warunek na funkcje h, aby krzywe charakterystyczne (x(s), t(s)) si¢ nie przecinaty.
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