3. Réwnanie przewodnictwa
cieplnego

Pomijajac jedna pochodnag wzgledem ¢ w réwnaniu falowym,
otrzymujemy réwnanie przewodnictwa cieplnego, zwane tez niekie-
dy réownaniem dyfuzji (patrz przyklad z pierwszego rozdziatu).
Przekonamy sie, ze wlasnosci rozwigzan w istotny sposéb odrézniajg
oba te réwnania.

Rozwazymy zagadnienie poczatkowe Cauchy’ego

Uy = Agu dlaxz e R ¢t >0, (3.1)

z,0) = f(z) dla z € R™.

Bedziemy zaktadaé, ze funkcja f (,poczatkowy rozklad tempera-
tury”) jest ograniczona i ciagta na R™. Rozwiazaniem zagadnienia
Cauchy’ego nazwiemy funkcje u, ktéra nalezy do przestrzeni

C?*(R"™ x (0,00)) N C°(R™ x [0,00))*

i spelia warunki (3.1).

3.1. Istnienie rozwigzan

Niech
1 2 n

LEMAT 3.1. Funkcja F ma nastepujace wtasnosci:

/E(az,t) dz =1 dla kazdego t > 0; (3.2)
]Rn

ITen niezbyt precyzyjny zapis nalezy rozumieé¢ nastepujaco: u jest ciagta na pol-
przestrzeni domknietej, a obciecie u do pélprzestrzeni otwartej jest funkcja klasy C2.
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tim [ (@) E(r.1)dz = o(0)
R’!‘L

dla kazdej funkcji p € C5(R™);  (3.3)

E,=AFE w R”™ x (0, 00). (3.4)
Dowéd. Ktadac y; = x;/2vt dlai = 1,...,n, otrzymujemy réwnosé
(3.2):
/E(a: t)dx = 1 /e_y2 dy = ﬁi / e Vi dy, = 1.
9 71_”/2 " \/7_'[' K3
R™ R™ = —o0

Jesli € C§(R™), to dla pewnej statej K (np. dla K = sup, |[Vo(y)|)
mamy
lp(z) = (0)] < Klz|,  zeR"

Zatem

'go<o> - [ Bw.0pl@) o

/ B, £)(9(0) — pla)) da

R

< [ B@.0)e(0) - p(a)] dz

const 2
< —|z|? /4t
ey /e |:13| dx

Rn

2
= const’ - \/'l_(: / e Iyl |y| dy podstawiamy = = 2yv/t
]RTL

< CVt—0 dla t — 0.

Ostatniej réwnosci z tezy dowodzimy bezposrednim rachunkiem.
Niech £ = 2"7"/2E. Wtedy

=~ n n 2
E, = —gtif*l exp(—|z|*/4t) +t~ 2 exp(—|x\2/4t)%,
- _n 2 —Z;
EEi =132 eXp(_|$| /4t) )
2t
~ " o 12
B, = 574 exp(—laf?/41) + 1% exp(—|af*41) s

Stad E, — A,E = 2"7"/2(E, — A,E) = 0. O
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TWIERDZENIE 3.2. Jesli f € CO(R") N L®(R™), to

/f(y)E(a; —y,t)dy dla t > 0,
u(z,t) = g (3.5)
f(z

) dlat =0

jest funkcja ciagta na R™ x [0, +00), klasy C*° na R™ x (0, c0) i spel-
nia zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania przewodnictwa cieplnego
(3.1).

Uwaga. Catke w powyzszym wzorze nazywa sie splotem; be-
dziemy czasem (niezbyt precyzyjnie) pisa¢ u = f % E, majac na
mysli whasgnie (3.5).

Dowéd. Po pierwsze, zauwazmy, ze catka jest dobrze okreslona
1 mamy

(e, £)] < [ Flle / Bz —y,¢)dy = | ]l
]Rn

gdyz [ E(x —y,t)dy = [ E(y,t)dy = 1.

Po drugie, funkcja podcatkowa zalezy od (x,t) w sposob glad-
ki. Ze wzgledu na szybko malejacy, uzbiezniajacy calke czynnik
exp(—|z|?/4t), mozna dowolng liczbe razy rozniczkowaé pod zna-
kiem calki. Stad juz wynika, ze u € C*°(R"™ x (0, 00)).

Pozostaje sprawdzi¢ ciagtos¢ u w punktach postaci (a,0), gdzie
a € R™ — to znaczy wykazacé, ze u(z,t) — u(a,0) = f(a) dla (x,t) —
(a,0). Z uwagi na ciagtos¢ f mozna sie ograniczy¢ do rozwazenia
przypadku ¢ # 0.

Poniewaz

f@) = [ $@EG - .0 dy,
RTL
wigc z nieréwnodci trojkata

fu(z, 1) — f(a)] < / F(y) — F(@)] B(z — y,t)dy

- / @ = 2) - f(a)| Bz) dz
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- / (@ = 2) — f(a)| Bz ) d

|z]<8

+ / |f(z —2) = f(a)| E(2,t)dz = I, + L.

|z|>68

Calki I, i I, oszacujemy oddzielnie, odpowiednio dobierajac §.
Ustalmy ¢ > 0. Dobierzmy ¢ tak, aby

1)~ fla) <5  dla¢—al <26

Wtedy dla |z —a| < § 1 |z] < § mamy |(x — 2) — a|] < 26, przeto
w calce I; funkcja podcatkowa |f(z — z) — f(a)| nie przekracza .
Poniewaz za$ [ E = 1, wiec widzimy, ze I; < 5

Aby oszacowaé¢ I, stosujemy brutalnie nieréwnos¢ trojkata,
a nastepnie dokonujemy zamiany zmiennych z — y = z/2V/,
27"t""/2dz = dy. Oto wynik:

1 L
IQ§2||f||oo / We HMtdz

|z|>6

= const / efIyIQdy.

J
2Vt

lyl>

Ostatnia caltka zbiega do zera dla t — 0%, bowiem calkujemy
ustalong funkcje klasy L'(R™) po zewnetrzu coraz wigkszych kul
(o promieniach rosnacych do 4+00). ]

Widzimy wiec, ze zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania prze-
wodnictwa cieplnego zawsze ma przynajmniej jedno rozwigzanie.
W dodatku jest to rozwigzanie klasy C'*°. (Przypomnijmy, dla po-
rOwnania, ze o rozwigzaniach réwnania falowego mozna bylo twier-
dzi¢ jedynie, ze sa klasy C? i potrzebne byly mocniejsze zalozenia
o danych poczatkowych).

W dowodzie twierdzenia 3.2 przekonaliémy sie ponadto, ze
lu(z,t)] < ||flloo- Nietrudno zauwazy¢, ze u(x,t) < sup f, co z fi-
zycznego punktu widzenia oznacza, ze w zadnym punkcie i w zadnej
chwili temperatura nie moze byé wieksza, niz maksymalna tempe-
ratura w chwili poczatkowej.

Rozwiazanie u = f % E ma jeszcze jedna ciekaws wlasnosé. Jesli
f jest nieujemna funkcja ciagta o zwartym no$niku i f > 0 w pewne;j
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kuli B, to dla dowolnego ¢ > 0 i dowolnego = € R" mamy

ula, 1) = / fW)E( —y,t)dy > / FW)E(x -y, t)dy > 0

(funkcja podcatkowa jest dodatnia). Zwroémy uwage, ze jest tak na-
wet dla bardzo matych ¢ > 0 i nawet dla tych z, ktére leza bardzo
daleko od nosnika f, tzn. od miejsca, ,,gdzie na poczatku nie ma
mrozu”’. Zatem réwnanie u; — A,u = 0 przewiduje, ze cieplo roz-
przestrzenia sie (jest propagowane) z nieskoniczona predkoscia!
To, z punktu widzenia fizyka, powazna wada tego modelu; w réz-
norodnych zastosowaniach matematyki rozpatruje sie wiec rozmaite
bardziej zawite rownania nieliniowe, dla ktorych predkosé propaga-
cji zaburzen jest skonczona.

Wroémy jednak do matematycznej istoty rzeczy. Wykazaliémy
istnienie rozwigzania. Nasuwa sie naturalne pytanie: a co z jedno-
znacznoscia?

3.2. Zasada maksimum
LEMAT 3.3 (Staba wtasno$¢ maksimum). Niech 27 = R"x(0,T").
Zaloézmy, ze
u <€ OQ(QT) N CO(ET) N LOO(QT)

spelnia w (27 rownanie u, = A,u. Wtedy

sup u(zx,t) = sup u(zx,0), (3.6)
(z,t)€Qr zERn
(LglefQT u(z,t) = zlél]an u(z,0). (3.7)

Dowdéd. Wystarczy wykazaé pierwsza rownosé (funkcja —u tez jest
rozwiazaniem). Oczywiscie

M :=supu > N := sup u.
Q27 R™x {0}

Przypusémy, ze teza jest falszywa i M > N. Wezmy liczbe € > 0,
e < %(M — N). Z definicji kresu gornego wynika, ze istnieje taki
punkt (a,ty) € 2, ze

U(a,to) > N+ 35, tg < T.
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Rozpatrzmy funkcje
w(w,t) = u(z,t) — a2nt + |z|*), a > 0.
Ustalmy « > 0 na tyle male, aby
w(a,ty) > N + 2¢.
Mamy
w(z,t) <M —alz|* < N dla |z]* = R? > =X (3.8)

Mozna zatozy¢, ze a € B(0, R) (w razie potrzeby powiekszamy R).
Ponadto,
w(x,0) = u(x,0) — ajz|* < N. (3.9)

Obliczajac pochodne, przekonujemy sie, ze
Wy = Uy — 201, Ayw = Ayu — 2am,

wiec w; = Ajw.
Niech teraz K bedzie walcem B(0, R) x [0, 1], gdzie T} € (to,T),
i niech

Y = (B(O,R) X {0}) u (6B(O,R) X [07T1])

oznacza sume dolnego denka i powierzchni bocznej K. 7 warunkdéw
(3.8) i (3.9) wynika, ze
supw < N.
b

Potozmy h(x,t) = w(x,t) + Blx|?. Jesli B jest dostatecznie mala
liczbg dodatnia, to
suph <N +e.
)

Funkcja h : K — R osigga swoj kres gorny. Poniewaz h(a,ty) >
w(a,ty) > N+ 2¢, wiec albo h osiaga kres gorny w pewnym punkcie
wnetrza K, albo na gornym denku B(0,R) x {11} (na zbiorze ¥
wartosci h sa zbyt male).

W pierwszym przypadku w punkcie maksimum lokalnego mamy

hy = w, =0, A,h <0

(prosze przypomnie¢ sobie, jakie sa konieczne i dostateczne wa-
runki istnienia ekstremum funkcji wielu zmiennych!). Stad A, w =
A h —2n8 < 0 = wy, co przeczy temu, ze w spelnia réwnanie
przewodnictwa ciepla.
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W drugim przypadku rozumujemy podobnie, z jedna rbéznica:
mamy tylko h; = w; > 0, ale to i tak wystarczy, by (jak przed
chwila) uzyska¢ sprzecznosé. O

7 tego lematu natychmiast wynika jednoznacznosé rozwiazan —
trzeba po prostu odpowiednio zawezié¢ klase rozwazanych funkcji.

Whniosek 3.4. Rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego

uy = Agu dlaz € R", t >0,
u(z,0) = f(x) dlaz e R";  fe C'(R")N L>(R")

istnieje, jest funkcja gtadks i jest jednoznaczne w klasie X' tych
u € C*(R" x (0,00)) N C°(R™ x [0, 00)),
ktore spetniajg warunek

VT >0 sup |u| < 4o0.
R x[0,T]

Dowdéd. Komentarza wymaga jedynie jednoznaczno$é, ale to na-
tychmiastowe reductio ad absurdum: stosujemy lemat 3.3 do réznicy
dwoch rozwiazani. O

Uwagi.

(1) W istocie jednoznaczno$é mozna udowodnié¢ przy nieco stab-
szych zatozeniach. Wystarczy mianowicie przyjac, ze dla dowolnego
T > 0 istniejg state C'r, ar > 0 takie, ze

lu(z,t)| < Crexp(ar|z|?) dla (z,t) € R™ x [0, T].

(2) Jesli nie zaklada sie nic procz gltadkosci rozwiazan (tzn. nie
narzuca zadnych ograniczen wzrostu u dla |z| — +00), to wtedy
jednoznacznosci rozwiazan nie ma. Odpowiedni (zawily) przyktad
podal Tichonow; szczegbdly mozna odnalezé np. w ksigzce T. Kor-
nera Fourier Analysis.

(3) Jak wykazali Aronson i Widder, nieujemne rozwiazania za-
gadnienia Cauchy’ego dla réwnania przewodnictwa cieplnego sa wy-
znaczone jednoznacznie. Jest to bardzo ciekawy wynik m.in. z uwagi
na fizyczna interpretacje réwnania: poniewaz istnieje temperatura
zera bezwzglednego, wiec niejednoznacznosé z przyktadu Ticho-
nowa nie dotyczy fizycznych rozwigzan réwnania przewdonictwa
cieplnego.
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3.3. Niejednorodne rdwnanie przewodnictwa
cieplnego

Pokazemy jeszcze, w jaki spos6b rozwiazuje sie zagadnienie

u=Azu+h  wR” X (0,00),
{ ' (0,00) (3.10)

u=f na R™ x {0}.

Zalozymy, ze funkcje f i h sa ciagle i ograniczone (f na R™, h na
R™ x [0, 00)).

Rozwiazania poszukamy w postaci u = v + w, gdzie v i w spel-
niaja odpowiednio:

vy = Ao w R"™ x (0, 00), (3.11)
v=f na R™ x {0}, '

wy=A,w+h wR"x(0,00), (3.12)
w=0 na R™ x {0}. '

Wiemy juz, jak znalezé v: wystarczy wzia¢ v = f x F.

LEMAT 3.5. Funkcja

w(z,t) == //h(y, s)E(xr —y,t—s)dyds (3.13)

0 R™

jest rozwiazaniem zagadnienia (3.12).

Dowdéd. SprawdZzmy najpierw, ze w spetnia odpowiednie réwnanie
rozniczkowe. Otoz, dla t > 0 mamy (dociekliwy Czytelnik powinien
starannie wykonaé¢ rozniczkowanie)

t
wi= [ [ b s)Ea =yt =) dyds+tim [y 0B -y dy
]Rn

0 Rn

Granica w drugim sktadniku istnieje na mocy lematu 3.1 i jest réwna
h(z,t) (patrz (3.3)). Zatem

t
0 R»
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Oczywiscie,
t

Azw://hAz Edyds,

0 Rn

wiec

wt—Aww:h—F//h (By — ALE) dyds=h.
—_———
0 Rm =0 (patrz (3.4))
Pozostaje przekonaé sie, ze w jest funkcjg ciaglta w punktach R™ x

{0}. To proste:

t

lw(z,t)] < /sup|h|/E(w—y,t—s)dy ds
]Rn

0

=1 (patrz (3.2))

=tsuplh| — 0 dlat — 0.
(]

Uwaga. Jednoznacznosé rozwiazan zagadnienia (3.10) w klasie
funkcji opisanej we wniosku 3.4 wynika natychmiast z jednoznacz-
nosci rozwiazan dla h = 0.

3.4. Dygresja probabilistyczna

Wzor (3.5) na rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego ma ciekawg
interpretacje probabilistyczna, ktora jest jednym ze Zrédet boga-
tych zwigzkéw teorii réwnan rézniczkowych czastkowych z rachun-
kiem prawdopodobienistwa i procesami stochastycznymi. Opiszemy
pokroétee te interpretacje w najprostszym przypadku: dla n = 1.

Funkcja FE, stuzaca do produkowania rozwigzan u z wartosci po-
czatkowych f, jest (jak by¢ moze Czytelnik sam zauwazyt) gestoscia
rozkltadu normalnego. Dokladniej,

1 2
_ —z°/4t
E(z,t) = A2 e

jest gestoscia rozktadu normalnego N (0, 0) dla parametru o = v/2t.
Przyjmijmy, ze na pewnej przestrzeni probabilistycznej (2, F, P)
dana jest rodzina zmiennych losowych W;, indeksowana nieujemnym
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parametrem t, ktory bedziemy interpretowaé jako czas. Zaltozymy,
ze spelnione sa nastepujace warunki:

1. Wy = 0 z prawdopodobieristwem 1 (tzn. prawie wszedzie na
2 wzgledem miary P).

2. W, ma, dla kazdego t > 0, rozklad normalny N(0,0) z para-
metrem o = \/Q_t

3. Jesli odcinki (s;,t;) sa roztaczne, i = 1,2,...,m, to przyrosty
W,, — W, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi. (W szczegol-
nosci, dla t > s zmienne W, — W, i W, sa niezalezne).

4. Dla P-prawie wszystkich w € (2 trajektorie ¢t — W;(w) sa
ciaglymi funkcjami zmiennej ¢ € [0, +00).

Taka rodzine zmiennych losowych nazwiemy ruchem Browna
lub procesem Wienera. Réznorodne konstrukcje odpowiedniej prze-
strzeni probabilistycznej i zmiennych W; mozna odnalezé w wielu
podrecznikach rachunku prawdopodobieristwa, np. w ksigzce J. Ja-
kubowskiego i R. Sztencla Rachunek prawdopodobienistwa, a takze
w ksigzce P. Billingsley’a Prawdopodobieristwo i miara.

Na typowym wyktadzie rachunku prawdopodobienistwa dowodzi
sie, ze jesli zmienna losowa & : {2 — R ma rozklad z gestoscia g, to
wowczas

/ 9(2)f(2)dz = / F(E(w)) dP(w) = B(£(€))

R

dla f: R — R ciaglych i ograniczonych. Zatem w naszej sytuacji,
gdy g = E(-,t) jest gestoscia odpowiedniego rozkladu normalnego,
mamy

u(z,t) & /E(z,t)f(a:—i—z) dz = E(f(z +W,)).

Ten wzor ma nastepujaca interpretacje: aby okresli¢ temperature
w chwili ¢ w punkcie x, nalezy ,wypusci¢” z x ruch Browna, odcze-
kaé¢ czas t, ztozy¢ otrzymana zmienna losowa x + W, z poczatko-
wym rozkltadem temperatury f i wzia¢ wartos¢ oczekiwang. Mozna
przyjmowac, ze jest to matematyczne uzasadnienie zgodnosci dwbch
modeli zjawiska rozprzestrzeniania sie ciepta: modelu w skali makro-
skopowej (odwotujacego sie do rownania rozniczkowego, w ktérym
przyjmujemy, ze substancja stanowi jednorodne continuum) i mode-
lu w skali mikro (w ktérym uznaje si¢, ze powodem przekazywania
ciepla sa losowe zderzenia wielu czasteczek, podlegajacych dyfuzji).



