4. Funkcje harmoniczne
i rownanie Laplace’a

Przejdziemy teraz do kolejnego przyktadu wspomnianego
w pierwszym rozdziale, tzn. do réwnania Laplace’a. Wiaze sie z nim
przepiekna, czysto matematyczna teoria funkcji harmonicznych.
Wyjatkowo zaczniemy od dwoch formalnych definicji.

W catym rozdziale {2 C R™ bedzie ograniczonym zbiorem otwar-
tym.

DEFINICJA 4.1. Moéwimy, ze u € C?*(2) jest funkcja harmo-
niczng < laplasjan Au =0 w (2.

DEFINICJA 4.2. Moéwimy, ze u € C?*({2) jest funkcja sub-
harmoniczng (odp. superharmoniczng) < Au > 0 w {2 (odp.
Au<0w ).

Podstawowym narzedziem badania funkcji harmonicznych jest
twierdzenie Gaussa—Ostrogradskiego, zwane czasem twierdzeniem
o dywergencji.

TWIERDZENIE 4.3. Jesli {2 jest obszarem ograniczonym z brze-
giem klasy C!,

w = (w,...,w,) € C(2,R")
— polem wektorowym na (2, a

n
8wi

8$i ’

divw :=
i=1

to wowczas

/divwda; :/<w,n> do, (4.1)

2 o8



4.1. Wlasnos¢ wartosci Sredniej i zasada maksimum 39

gdzie n oznacza wektor normalny zewnetrzny do 0f2, do za§ —
naturalng miare powierzchniowa na 0f2.

ou
8:,171'

/Au dm:/@da.
on
Q a0

Whnitosek 4.4. Jesli u jest funkcja harmoniczng w obszarze (2, to
dla dowolnego obszaru G z gladkim brzegiem, takiego, ze G C (2,
mamy

Podstawiajac za w gradient Vu= ( ) funkcji u, otrzy-
i=1,...,n

mujemy rownosé

ou
a—ndO' = 0

oG

7 tego oczywistego wniosku latwo wyprowadzimy kluczows wta-
snos¢ funkcji harmonicznych: tzw. wlasno$é wartosci sredniej.

4.1. Wlasnos¢ wartosci sredniej i zasada maksimum

TWIERDZENIE 4.5. Zalozmy, ze funkcja u € C?(§2) jest har-
moniczna. Wtedy, dla dowolnego punktu y € (2 i dowolnego pro-
mienia R < dist (y, 02), zachodza réownosci

u(y)—; / u(m)da(w):wann / u(z)dx, (4.2)

" nw, R*1
0B(y,R) B(y,R)

gdzie w,, = |B"(0,1)| jest miara Lebesgue’a kuli jednostkowej w R™.

Pierwsza catka we wzorze (4.2) jest wartoscia $rednia u na sfe-
rze 0B(y, R), druga catka — wartoscia $rednia w w kuli B(y, R).
Twierdzenie orzeka, ze kazda z tych §rednich jest réwna wartosci
przyjmowanej przez u w punkcie y.

Dowdéd. Niech B, bedzie kulag o srodku y i promieniu p <
dist (y, 042). Polozmy

o(0) == 0" / u (z) do(z).
0B,

Mamy
lim ¢ (o) = nw,u(y)

0—0
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(to wynika natychmiast z ciaglosci u i z faktu, ze miara sfery 0B,
jest rowna nw, 0"~ '). Zatem, aby wykaza¢ pierwsza z réwnosci (4.2),
wystarczy wykazaé, ze ¢(p) = const. Udowodnimy w tym celu, ze
¢ = 0. Otoz,

8 1—n _ g
% <g / u (x) da(a;)) = % / u(y + ow) do(w)
4B, Sn=1(0,1)
"\ Ou

= oz, (y + ow) - w;do(w)

sn-1(0,1) =1

=0

na mocy wniosku 4.4, gdyz na sferze jednostkowej wektor w =
(Wi)iz1,....n jest wektorem normalnym zewnetrznym.

Otrzymalismy wiec pierwsza z rownosci (4.2). Oto przepis na
uzyskanie drugiej: obie strony tozsamosci

nw,o" tu(y) = /u(w) do(x)

0B,

nalezy scatkowaé¢ wzgledem o po przedziale (0, R) i zastosowaé¢ po
prawej stronie twierdzenie Fubiniego; prowadzi to do wyniku

wpR"u(y) = /u(az) dz. O

Br

Uwaga. Jesli wiemy tylko, ze Au > 0 w obszarze {2, to wtedy
oczywiscie

1

<
uy) < nw, k"1

/ u(x) do(x) oraz (4.3)

9B(y,R)

u(y) < L / u(x) dz dlay € 2, R < dist(y,082). (4.4)

Rzecz jasna, dla funkcji superharmonicznej (o niedodatnim lapla-
sjanie) zachodza nieréwnosci przeciwne.

Zat6zmy az do odwotlania, do kornica rozdziatu 4, ze zbior (2
jest nie tylko otwarty, ale takze spojny i ograniczony.
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TWIERDZENIE 4.6 (Zasada maksimum). Niech u bedzie funk-
cja subharmoniczng w {2 i ciggla na £2. Zatézmy, ze funkcja u osiaga
swoj kres gorny w pewnym punkcie wewnetrznym obszaru (2, tzn.
istnieje y € §2 taki, ze u(y) = sup,, u. Wtedy u = const.

Dowdéd. Niech M := supg, u; polézmy 2y, := {x € 2: u(x) = M}.

(1) Zbior £2,; jest niepusty, gdyz y € 2.

(2) Zbior §2,, jest domkniety w §2, bo funkcja u jest ciagta.

(3) Zbior 2, jest otwarty. Aby sie o tym przekonaé, wezmy
dowolny punkt z € §2), i liczbe dodatnia R < dist(z,02). Z po-
przedniego twierdzenia mamy

1
Wn Rn

0=u(z) — M < / (u(z) — M) dz < 0.

B(z,R)

Jest to mozliwe jedynie wtedy, gdy u = M w kuli B(z, R) (pamietaj-

my: M = supu). Zatem, B(z, R) C 2/, co dowodzi otwartosci £2;;.
Poniewaz {2 jest spojny, a 2y, # 0, wiec 2y = 2, tzn. u= M

na catym zbiorze {2. O

Zmieniajac uw na —u, otrzymujemy natychmiast odpowiednik
ostatniego twierdzenia dla funkcji superharmonicznych.

Wniosek 4.7 (Zasada minimum). Niech u bedzie funkcja super-
harmoniczna w (2 i ciggta na (2. Zalézmy, ze funkcja u osiaga swoj
kres dolny w pewnym punkcie wewnetrznym obszaru 2. Wtedy
u = const.

Funkcje harmoniczne spetniajg oczywiscie zaréwno zasade mak-
simum, jak i zasade minimum.

Wniosek 4.8. Zalézmy, ze (2 jest spojny i ograniczony, a funkcja

u e C20)NC(R).

(i) Jesli u jest subharmoniczna w {2, to

sup u = sup u.
Q o0

(ii) Jesli u jest superharmoniczna w {2, to
inf v = inf u.
7 00

(iii) Jesli u jest harmoniczna w 2, to

infu <wu(r) <supu dla wszystkich z € (2,
0N o0

tzn. funkcja u swoje kresy w 2 osiaga na brzegu 92 obszaru {2.
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Uwaga. Punkt (iii) zachodzi dla wszystkich funkcji ciagtych u
majacych wlasnos$é wartosci sredniej (w dowodzie zasady maksimum
poshugiwalismy sie jedynie cigglo$cia i wtasnoscig wartosci sredniej
— nie korzystaliémy bezposrednio z istnienia jakichkolwiek pochod-
nych u).

Ostatni wniosek moéwi w istocie o jednoznacznosci rozwigzan
pewnego réwnania roézniczkowego.

Wniosek 4.9. Zalézmy, ze {2 jest spéjny i ograniczony, a funkcje

u,v € C2(02) N C°(N).
(i) Jesli Au= Av w obszarze 2iu=vnadf2,tou=v w (2.
(ii) Zagadnienie brzegowe Dirichleta dla réwnania Laplace’a,

{ Au =10 w obszarze {2,
ul,, =@,  @eC'00),

ma co najwyzej jedno rozwigzanie klasy C2(£2) N C°(£2).

Oczywiscie w punkcie (ii) mozna zastapi¢ rownanie Laplace’a
ogoblniejszym rownaniem Poissona Au = f.

4.2. Nierownos¢ Harnacka

Udowodnimy teraz niepozorne twierdzenie, ktére p6zniej pomo-
ze nam badaé ciagi funkcji harmonicznych.

TWIERDZENIE 4.10. Zalézmy, ze u jest nieujemng funkcjag har-
moniczng w obszarze 2. Wowczas dla dowolnego zbioru spdjnego
2 C (2, takiego, ze jego domkniecie 2/ jest zwartym podzbiorem
{2, istnieje stala C, zalezna tylko od n, {2 i 2, taka, ze

supu < Cinfu.
Q/ Q/

Dowdéd. Ustalmy a € (2. Niech B(a,4r) C 2 i niech xy,z, €
B(a,r). Z twierdzenia 4.5 wynika, ze

u(xy) = ! /u(m)dxﬁ ! /u(x)dac;

wpr™ wpr™
B(z1,r) B(a,2r)
1 1
u(zy) = PNEDD / u(x)dr > ENEHE / u(x) de.

B(x2,3r) B(a,2r)
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Poniewaz u jest nieujemna, wiec
u(xy) < 3"u(xy) dla 21,2 € B(a,r) i r < 3dist (a,002). (4.5)
Ustalmy teraz r = ro € (0, 3dist (£2/,942)) i pokryjmy 2" skoriczona

liczba kul o srodkach w (2" i jednakowych promieniach 7. Wybierz-
my punkty yi,y, € 2 takie, ze

u(yr) =supu,  u(yz) = infu.
@ o
Nastepnie, wybierzmy z utworzonego pokrycia (rézne) kule By, Bs,
..., B, tak, aby

yleBl, BiﬂBHl#@ dlaizl,Q,...,m—l, yQEBm

(Liczba tych kul z pewnoscia nie jest wicksza od liczby wszystkich
kul o promieniu 7, pokrywajacych (2’ i zalezy jedynie od §2 i §2).

Niech, dlai=1,2,...,m—1, punkt b; € B; N B, ;. Korzystajac
m-krotnie z nier6wnosci (4.5), otrzymujemy

supu = u(y1) < 3"u(b)

Q/
< 32u(by) < ... < 3" V(b )
< 3" u(yy) = 3" inf u.
Q/
Dowo6d nieréwnosci Harnacka jest wiec zakonczony. O

Czytelnicy z zacieciem do fizyki zechcg sie zastanowié¢, jaka in-
terpretacje ma nier6wnos¢ Harnacka, gdy przyjmiemy, ze rownanie
Laplace’a opisuje stacjonarne stany temperatury.

4.3. Formula reprezentacyjna Greena

Zajmiemy sie teraz pytaniem o to, w jaki spos6b mozna odtwo-
rzy¢ funkcje, znajac jej wartosci na brzegu obszaru {2 i laplasjan we-
wnatrz tego obszaru. Otrzymany wzor pozwoli nam pdzniej rozwia-
zaé zagadnienie Dirichleta dla réwnania Laplace’a: najpierw w kuli,
potem w do$¢ szerokiej klasie znacznie ogdlniejszych obszarow.

Podstawowym narzedziem bedzie dla nas tzw. drugi wzér
Greena. Uzyskuje sie go, podstawiajac w twierdzeniu 4.3 (Gaussa—
Ostrogradskiego):

ov ou

v .
8%1‘ 8@’

w=uVv—ovVu, tzn. w;=u
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zalozymy, ze
u,v € CHN2)NCH(N) i Awu,Av sy ograniczone na 2.

Wtedy (w,n) = ug—” - v—, gdzie n, jak zwykle, oznacza zewnetrz-
ny wektor normalny do 89 Roéwnosé z tezy twierdzenia Gaussa—
Ostrogradskiego przybiera postaé

/ (uAv — vAW) dz = / <u§—fb - US—Z> do.  (46)

a9
Ustalmy teraz punkt y € {2 i poldézmy

1

_ 2—n > 3
L jog |z — 5
— 102 (X — n = 4.
o g Y,

Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze dla x # y zachodza
WZOory

or 1
_ ) = — oy =yl 4.
axi (x y) nwy, (xl yl) |$ y| ’ ( 7)
or Ul nle ), )
_ ) = 4.
O0x;0x; (=) nwy, |z — y["*2 48

1 —n -
Al (z —y) = —lo —y| > 1
" i=1

1 o
—w—\w—yl 22(%—%)2 = 0. (4.9)

=1

DEFINICJA 4.11. Funkcje I'(- — y) nazywamy rozwigzaniem
podstawowym laplasjanu.

Wstawmy v = I'(-—y) do wzoru Greena (4.6), zmieniajac obszar

calkowania z 2 na 2, := 2\ B(y,0) (usuwamy z {2 mala kule
o srodku y, aby uniknaé¢ osobliwosci x = y). Otrzymamy

- /F(m—y)Au(az) dz

2,
or 8u or ou

Ele) 8B,
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gdyz laplasjan I' znika dla z # y, a brzeg obszaru 2, sklada sie
z dwoch czesci: brzegu 0f2 obszaru (2 i sfery 0B, = 0B(y, 0).

Teraz wykonamy przejscie graniczne o — 0. Po lewej stronie
(4.10)

—/F(m—y)Au(az) dz — —/F(az—y)Au(m) dz dla o — 0.

2,

bowiem I" jest funkcjg calkowalng na zwartych podzbiorach! R™. Po
prawej stronie caltka ze sktadnika zawierajacego pochodng normalna
funkcji u zbiega do zera:

ou

< const,, - ¢-sup |Vu| — 0 dla o — 0.
OB,

0B,

Ze wzoru (4.7) wynika, ze na sferze 9B, pochodna normalna 35 jest
stata i wynosi

e S oy Py
_
- nwngnfl'

(Minus bierze si¢ stad, ze wektor normalny zewnetrzny do 0f2, jest
skierowany do wewnatrz sfery 0B,.) Stad

I 1
/ua—da:—i /uda — —u(y) dla o — 0.

Zatem, uzyskujemy nastepujacy wynik.

TWIERDZENIE 4.12 (formuta reprezentacyjna Greena). Jesli
2 jest obszarem ograniczonym w R" z brzegiem klasy C!, to dla

dowolnego punktu y € £2 i dla dowolnej funkeji u € C?(£2) N C*(£2)
takiej, ze Au jest ograniczony na {2, ma miejsce rOwnosé

u(y) = /F(m —y)Au(z)dx + /(ug—z = Fg—:i) do.  (4.11)

o8

LW istocie: calka [ |z|~°dz jest skoticzona dla wszystkich s < n.
lz|<1
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Wzor (4.11) pozwala nieomal rozwiaza¢ zagadnienie Dirichleta
dla réwnania Laplace’a czy Poissona. Klopot jest jeden: z wnio-
sku 4.9 wynika, ze do okreslenia funkcji u, ktorej laplasjan jest zna-
ny, wystarczy znaé wartosci u‘ 00 Wartosci pochodnej normalne;
ou

7 nie mozna zada¢ w dowolny sposob!
N

Sprobujmy zatem pozby¢ si¢ skladnika [ I'2%.
80

Jesli funkcja h € C*(£2) jest harmoniczna w obszarze 2, to ze
wzoru Greena uzyskujemy

0= /h(a:)Au(a;) dz + /<ug—z _h S—D do.

Zatem, dodajac ostatnia réownosé¢ do (4.11) i ktadac G := I" + h,
otrzymujemy

oG ou
u(y) = /GAu dz + /<u8_n = Ga_n> do. (4.12)
7 Le)

Nasuwa sie nastepujacy pomyst: dla ustalonego y € (2 dobra¢ funk-
cje harmoniczng h = h, tak, aby

G(z,y) =TI'(x—y)+hy(z) =0 dla wszystkich z € 012. (4.13)
Wtedy niepozadany sktadnik we wzorze (4.12) zniknie i otrzymamy

gotowy ,przepis’ na rozwiazanie zagadnienia Dirichleta dla réwna-
nia Poissona.

StwierDzENIE 4.13. Niech {2 bedzie obszarem ograniczonym w R”

z brzegiem klasy C*. Jesli u € C?(2) N C'(§2) spelia
Au=f w2, u‘ao = o, (4.14)
gdzie f € C°(£2) N L>(£2), to
u(y) = /dex—k/go?—S do,
Q 00
gdzie G(z,y) = I'(x —y) + hy(x), przy czym h,, jest, dla dowolnego

y € 2, funkcja harmoniczng w (2, dobrana tak, aby G(x,y) = 0 dla
redRiye
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Opisang w powyzszym stwierdzeniu funkcje G nazywamy funk-
cja Greena zagadnienia Dirichleta dla obszaru {2 (krotko: funk-
cja Greena dla (2).

Aby wykazaé istnienie rozwiazan zagadnienia Dirichleta (4.14),
zrealizujemy nastepujacy plan:

e skonstruujemy funkcje Greena dla kuli B(0, R);

e nastepnie pokazemy, jak (umiejac rozwiazywac zagadnienie Di-
richleta w kuli) rozwiazaé¢ zagadnienie Dirichleta dla réwnania
Laplace’a Au = 0 w szerokiej klasie obszaréw (2.

To juz pozwoli okresli¢ ,poprawke harmoniczng” h,, i zbudowa¢ funk-
cje Greena G dla bardzo wielu obszaréow (2.

4.4. Zagadnienie Dirichleta w kuli: catka Poissona

Zrealizujemy teraz pierwszy punkt naszkicowanego wyzej planu.
Dla y # 0 poszukamy funkcji h = h,, postaci

a
hyfa) = gy = o (115)
gdzie y* = R%*y/|y|* oznacza obraz punktu y w inwersji wzgledem
sfery 0B(0, R). Dla ustalonego punktu y € B(0, R) funkcja h,, jest
gladka na R™ \ {y*}; ponadto, A, h,(z) = 0 (obliczamy laplasjan
tak samo, jak laplasjan rozwigzania podstawowego).
Pozostaje okresli¢ wspotezynnik a(y) tak, aby

G(z,y) = I'(x —y) + hy(x) = 0 dla wszystkich z € 9B(0, R).

Zauwazmy (Czytelnik zechce wykonaé rysunek), ze dla takich x troj-
kat o wierzchotkach 0, x, y jest podobny do trojkata o wierzchotkach
0,y*, z. Oba trojkaty maja bowiem wspoélny kat, a z definicji inwersji

vl _ Izl
=yl

Zatem,
ly"—x| R

ly—=z |y’

tzn., nalezy wziaé

) =My = (WY (BYT

ly* — x| ly* — x| Y|
(4.16)
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Dlay =01z € 0B(0, R) przyjmiemy

1 R no2
olw) = Jimy @) fgmn—%wl<wHw—wO
RQ—TL
- n(n — 2)wn;

nietrudno zauwazy¢, ze wszystkie wymogi z definicji funkcji Greena
beda spelnione, gdy wezmiemy ho(x) = const dla wszystkich
x € B(0,R).

7 podobienistwa trojkatow Ozy* i Oyx* wynika, ze

1 R "2
o= et (=) 0 00

(sprawdzenie szczegdlow to elementarne zadanie z geometrii).
Funkcja Greena dla kuli jest wiec G = I' + h. Nietrudno si¢
przekonaé, ze

oG R? — |y|?
8—(x7y) =

- = Ty dla z € dB(0,R) iy € B(0,R).

(4.18)
(Dowdd tego wzoru polega na bezposrednim zroézniczkowaniu; nieco
zmudne, lecz czysto mechaniczne sprawdzenie szczegdltéow pozosta-
wiamy Czytelnikowi).

DEFINICJA 4.14. Funkcje

R? — |y?

K =
r(@,9) nw, Rz — y|"

nazywamy jadrem Poissona dla kuli.

TWIERDZENIE 4.15. Niech Br=B(0, R)={z € R": |z| < R}
i niech ¢ € C°(0Bg); potozmy

Kg(z,y)p(x)do(z),  y € Bg;
w(y) =1 on, (4.19)

cP(y), Yy e 8BR
Woéwezas u € C°(Bg) i Au =0 w Bpg; innymi stowy, funkcja u jest

rozwiazaniem zagadnienia Dirichleta dla réwnania Laplace’a w ku-

li Bg.



4.4. Zagadnienie Dirichleta w kuli: catka Poissona 49

Dowdd. Po pierwsze, Kp =
niu 4.13 v = 1 otrzymamy wzér

‘g—G, wiec wstawiwszy w stwierdze-
n

1= /KR(:L“,y)dJ(a:). (4.20)

0BRr

(Calke mozna tez obliczy¢ bezposrednio, ale jest to niezbyt przy-
jemne zadanie).
Po drugie, z rownosci (4.17) wynika, ze G(z,y) = G(y, x). Stad

AG(z,y) = AG(y, x)
=A,(I'(y — 2) + ha(y))
=0 dla y € By, © € 0Bpg.

Poniewaz za§ Kp = g—g, wigce takze Ay Kg(z,y) = 0. Rozniczkujac
we wzorze (4.19) pod znakiem calki, przekonujemy sie, ze u jest
funkcja harmoniczna w Bp.

Pozostaje sprawdzié, ze u jest ciagla w punktach nalezacych do
sfery 0Bg. Ustalmy y, € dBr i € > 0. Dobierzmy d > 0 tak, aby
mieé

lp(x) —(yo)l <&  dla |z —yol <4.

Z (4.20) otrzymujemy teraz

u(y) — ulyo)| =

/ Kn(z,9) (9(x) — ¢(y0)) do(z)

O0BRr

< / Kn(,y)|o(x) — (yo)| do(2)

rEOBR
|z—yo|<d

+ / Kg(z,y)]e(x) — ¢(yo)| do()

rEOBR
|z—yo|>6

< e+ 2sup |g| / Kg(z,y)do(x).

r€EOBR
|z—yo|>d

Poniewaz dla |y — yo| < §/2 oraz |z — yo| > 6 mamy |y — x| > §/2,
wiec dla |y — yo| < §/2 mozemy napisaé
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Umowa: kreslona catka

oznacza catke podzielong

przez miare zbioru, tzn.

tfdu

def

o
mA/fd“'

/ Kn(z,y) do(z)

r€EOBR

|z—yo|>8
’ N el 1 /1 _ Bl wer
~ nw,R(6/2)" R2=(5/2)" '
9Br
Zatem, lim u(y) = u(yo). O
Y—Yo

Whiosek 4.16. Jesli u € C?(£2) jest funkcja harmoniczna, to u jest
analityczna w sensie rzeczywistym w obszarze {2 (tzn. ma pochodne
czastkowe wszystkich rzedéw 1 w kazdym punkcie jest rowna sumie
swojego szeregu Taylora).

Dowéd. Jadro Poissona Kgr(z,y) jest, dla € 0Bg, analityczna
funkcjg zmiennej y, a w kazdej kuli zawartej w obszarze {2 funkcja
u — z doktadnoscia, do przesuniecia zmiennych — dana jest wzorem
(4.19). O

Whniosek 4.17. Jesli u jest funkcja ciaglta w obszarze (2 i ma wta-
snos¢ wartosci Sredniej, to znaczy

u(y) = ][ u(x)dz
B(y,r)

dla wszystkich y € 21 r € (0,dist (y, 012)),

to wowcezas u jest klasy C? i Au=0w 2.

Dowéd. Ustalmy kule B, zawarta w {2 wraz z B. Okreglmy wzorem
Poissona funkcje h € C?(B)NC°(B) harmoniczng w kuli B i r6wna
u na 0B. Funkcja w = u — h ma wtasno$é¢ wartosci sredniej, wiec

na mocy wniosku 4.8

supw = supw = 0, infw =infw = 0.
B 9B B oB

Zatem w = 0, tzn. u = h w kuli B. Z dowolnosci B C {2 wynika
teza wniosku. O

Whiosek 4.18. Granica jednostajnie zbieznego ciagu (u;) funkeji
harmonicznych jest funkcjg harmoniczng.

Dowéd. Kazda z funkeji u; ma wlasno$é wartosci sredniej (twier-
dzenie 4.5), wiec u := lim u; tez ma wlasnos¢ wartosci sredniej (prze-
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chodzimy do granicy po obu stronach rownosci u;(y)= f u;(z)dz).
B(y,r)

Zatem, na mocy poprzedniego wniosku, u jest funkcja harmoniczna.

O

4.4.1. Oszacowania pochodnych i ciagi funkcji harmonicznych

Wykorzystamy teraz zdobyta wczesniej wiedze, aby wykazad, ze
jesli kontroluje sie modul funkcji harmonicznej na jakims otwartym
podzbiorze R™, to na nieco mniejszym podzbiorze mozna kontro-
lowa¢ moduly jej pochodnych czastkowych dowolnego rzedu. (Ci
Czytelnicy, ktorzy znaja juz teorie funkcji analitycznych zmiennej
zespolonej, powinni zwrocié¢ uwage na bardzo silng analogie z osza-
cowaniami pochodnych f*) na zwartych podzbiorach zbioru £2 ¢ C
przez kres gorny |f| na brzegu obszaru 2. Takie oszacowania uzy-
skuje sie ze wzoru catkowego Cauchy’ego.)

Jesli Au =0 w 2, to u jest klasy C*, wiec dla dowolnego i =
1,2,...,n mamy Ag—l = a%i(Au) = 0. Zatem wszystkie pochodne
czastkowe funkcji harmonicznej tez sg funkcjami harmonicznymi. 7
wlasnosci wartosci $redniej i1 twierdzenia Gaussa—Ostrogradskiego
otrzymujemy

ou ou 1
() = () dz =

o o / u(z)n;(2) do(z),

B(y7r) 8B(y’r)

gdzie n; oznacza i-ta wspohrzedna wektora normalnego (stosujemy
twierdzenie 4.3, biorac w = (0,...,0,u,0,...,0)). Zatem,

Vu(y) = — / u(z)n(2) do(2),

wpr™
9B(y,r)

a stad

[Vu(y)| < gsup lu(2)] dla takich y € 2, ze dist (y,082) > r.

z€?
(4.21)
Stosujac ten wzor wielokrotnie, otrzymujemy nastepujacy rezultat.

WniosekK 4.19. Zalézmy, ze u jest funkcja harmoniczna w {2 i niech
K bedzie zwartym podzbiorem (2. Niech, dla dowolnego m € N,
V™u(y) oznacza wektor wszystkich pochodnych czastkowych rzedu
m funkcji u. Istnieje stata C'(n,m), zalezna jedynie od n i m, taka,
ze

C(n,m)
m < . 4.22
SE}?'V uy)l = 7 (K00 igglu(Z)l (4.22)
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Stad za$ i z twierdzenia Arzeli-Ascoliego (podajacego kryterium
zwartosci podzbioréw przestrzeni C(K) funkcji ciggltych na zwar-
tych podzbiorach R™) otrzymujemy kolejny wniosek.

Whnitosek 4.20. Kazdy ograniczony cigg funkcji harmonicznych za-
wiera podcigg niemal jednostajnie zbiezny.

Szkic dowodu. Z poprzedniego wniosku wynika, ze ograniczona
rodzina F funkcji harmonicznych w (2 jest réwnociagta na kazdym
zwartym podzbiorze K obszaru 2 (gdyz gradienty funkcji sa wspol-
nie ograniczone, tzn. funkcje u speliajg warunek Lipschitza ze sta-
ta, ktora nie zalezy od u € F, a tylko od K). Spelione sa wigc
zalozenia twierdzenia Arzeli-Ascoliego: rodzina F zawiera podciag
niemal jednostajnie zbiezny na (2. Granica tego podciagu jest oczy-

wiscie funkcja harmoniczna (wniosek 4.17). O
Whniosek 4.21 (Twierdzenie Harnacka). Jeshi u; < wpy < ... <
Uy, < ... sg funkcjami harmonicznymi na {2 C R™ i granica

lim w;(y)

J—

istnieje (i jest skonczona) dla pewnego punktu y € (2, to ciag (u;)
jest zbiezny niemal jednostajnie na {2 (i jego granica jest funkcja
harmoniczna).

Dowdéd. Ustalmy zwarty podzbiér K zbioru (2. Zat6zmy bez zmniej-
szenia ogodlnosci, ze y € K. Z nier6wnosci Harnacka i monotonicz-
nosci ciagu (u;) wynika, ze dla m > £ i dowolnego punktu z € K
mamy

0 < um(x) = ur(@) < sup(um(z) = u(2))

<C(n,K, ) in}f;(um(z) —ug(2))
zE
< O(H,K, Q)(um(y) - Ug(y)) —0 dla m7€ — Q.
Zatem, ciag u; spelnia na zbiorze K jednostajny warunek Cau-
chy’ego — czyli jest jednostajnie zbiezny. Harmonicznosé¢ granicy
wynika z wczesniejszych twierdzen. U

4.5. Metoda Perrona

W tym podrozdziale oméwimy ciekaws metode konstruowania
funkcji harmonicznych o zadanych wartosciach brzegowych.
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Bedziemy potrzebowali nieco ogélniejszej definicji funkcji sub-
harmonicznych i superharmonicznych. (Patrz jednak zadanie 46
w dodatku C).

Przypomnijmy: w rozdziale 4 litera {2 oznacza zawsze zbior
otwarty, spojny, ograniczony. Chwilowo nie bedziemy nic zakladaé
o brzegu obszaru (2.

DEFINICJA 4.22. Powiemy, ze funkcja u € C°(§2) jest sub-
harmoniczna, jesli dla kazdej kuli B € B C 2 i kazdej funkcji
harmonicznej h : B — R takiej, ze h > u na 0B, nieréwnos¢ h > u
zachodzi w catej kuli B.

Podobnie definiuje si¢ funkcje superharmoniczne (trzeba odwro-
ci¢ nieréwnosci). Innymi stowy, v jest superharmoniczna wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy —v jest subharmoniczna.

STWIERDZENIE 4.23.

(i) Jedli u € C(£2) jest subharmoniczna, to supu = sup u.
7 00
(ii) Jesli u € C(£2) jest subharmoniczna i istnieje punkt y € 2
taki, ze u(y) = M = supg, u, to wowczas u = M w 2.

(iii) Jesli uw € C'(£2) jest subharmoniczna, a v € C({2) — superhar-
moniczna i v > w na 9f2, to albo v = u w §2, albo v > u

w {2
(iv) Jedli u; € C(R2), i =1,...,m, sa funkcjami subharmoniczny-
mi, to funkcja u = max(u,...,u,) tez jest subharmoniczna.

Dowdéd. (i) wynika z (ii).

Ad (ii). Wezmy kule B = B(y,r) zawarta w {2 wraz z domknie-
ciem i funkcje harmoniczna h: B — R réwna u na OB (okreglamy
h, stosujac twierdzenie 4.15). Wprost z definicji mamy h(y) > M >
h|, ;- Poniewaz h jest harmoniczna, wigc kresy osiaga na brzegu
obszaru. Zatem, z zasady maksimum wynika, ze h = M, a wiec
iu= M w calym obszarze {2, z dowolnosci B.

Wlasnosé (iv) jest oczywista.

Ad (iii). Przypusémy, Ze nie zachodzi warunek v > u w 2. Wtedy
istnieje punkt xq € 2 taki, ze

u(zo) — v(xg) = sgp(u —v)=: M >0.

Rozpatrzymy zbior Uy = {z € 2: u(z) —v(z) = M}. Jest on
niepusty i domkniety w 2 (druga wlasnos¢ wynika z ciaglosci u
iv).
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Pokazemy, ze Uy jest takze otwarty; poniewaz {2 jest spojny,
wiec wyniknie stad, ze Uy, = (2, tzn. u—v = M, a ponadto M = 0,
gdyz w przeciwnym przypadku mielibySmy sprzecznosé¢ z warunkiem
v > u na 0f2.

Niech y €Uy, i B=B(y,r)C §2. Okre§lmy funkcje 4,0 : B — R
tak, aby

Au=Av=0 w B, u=uiv=v nadB.
Wtedy

M > s;pr(ﬁ —0) >aly) —o(y) > uly) —v(y) =M

(druga nieréwno$¢ wynika z zasady maksimum, a trzecia wprost
z definicji funkcji subharmonicznej). Zatem u — v = M w kuli B,
tzn. u—v = M takze na OB, a wiec u—v = M na dB. Z dowolnosci
promienia r wynika, ze u — v = M w pewnym otoczeniu punktu y.

O

LEMAT 4.24. Niech u: 2 — R bedzie funkcja subharmoniczng.
Wrtedy dla dowolnej kuli B C B C {2 funkcja

_ u(z), =€ \B,
u(x) = {h(m), reB [gdzie Ah=0w B, h|,, =u 2

jest subharmoniczna w f2.

Funkcje u bedziemy nazywaé¢ podniesieniem harmonicznym
u wzgledem kuli B. Oczywiscie & > u w calym obszarze (2.

Dowéd. Ustalmy kule B’ i funkcje ¢ harmoniczna w B, ¢ > U na
0B’. Chcemy wykazaé, ze ¢ > u w catej kuli B’.

Krok 1. Mamy v < %, wiec na 0B’ jest u < ¢, czyli u < ¢ na
B’, gdyz u jest subharmoniczna. Oznacza to, ze u < ¢ na B’ \ B,
gdyz na tym zbiorze u = u.

Krok 2. 7 pierwszej czesci dowodu — oraz z wyboru funkcji ¢ —
wynika, ze @ < ¢ na zbiorze (B N B’). Ale na iloczynie kul BN B’
obie funkcje @ i ¢ sa harmoniczne, zatem u < ¢ na B N B’ wobec
zasady maksimum. U

Aby wykazaé istnienie rozwigzan zagadnienia Dirichleta dla row-
nania Laplace’a w szerokiej klasie obszarow {2, zdefiniujemy dla
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dowolnej funkcji ograniczonej ¢ : 92 — R tzw. klase funkcji dol-
nych

S, ={ueC'(2,R): u‘ao < ¢ 1 u jest subharmoniczna w 2},
(4.24)
oraz klase funkcji gérnych,

5S¢ ={u e C°(,R) : u|89 > ¢ 1 u jest superharmoniczna w 2}.
(4.25)

TWIERDZENIE 4.25. Funkcja

h(z) := sup u(x)

u€S,
jest harmoniczna w obszarze f2.

Funkcje h nazwiemy rozwiazaniem Perrona.

Dowdd. Jesli u € S, to u(x) < supp dla wszystkich z € (2, tzn.
h(z) < sup ¢. Funkcja h jest wiec poprawnie okreslona.

Ustalmy punkt y € §2 i liczbe dodatnia r < dist (y, d§2). Niech
B oznacza kule B(y,r). Dalej pracujemy w kuli B.

Wybierzmy ciag funkcji subharmonicznych (u;) C S, taki, ze
u;(y) — h(y) dla j — oco. Zalozymy bez zmniejszenia ogolnosci, ze
sa to funkcje wspolnie ograniczone (zawsze przeciez mozna wziaé
max(u;,inf ) zamiast u;).

Krok 1. Mozna zalozy¢, ze (u; ‘ ) jest rosnacym ciagiem funk-
cji harmonicznych. Jedli tak nie jest, to najpierw zastepujemy wu;
przez uj = max(uy, ..., u;), uzyskujac rosnacy ciag funkcji subhar-
monicznych, a nastepnie zamiast funkcji u; (j =1,2,...) bierzemy

"no__ 71
=l

jej podniesienie harmoniczne u  wzgledem kuli B. Otrzymany
ciag jest rosnacym ciggiem funkcji subharmonicznych w (2 i har-
monicznych w B; oczywiscie wprost z definicji h(y) > uf(y) >
u;(y) — h(y).

Krok 2. Z twierdzenia 4.21 (Harnacka) wynika, ze ciag u; jest
w kuli B zbiezny niemal jednostajnie do funkcji harmonicznej u
(wiemy bowiem, ze ciag (u;(y)) ma skonczong granice). Bez zmniej-
szenia ogodlnosci zalozymy, ze zbieznosé jest jednostajna (w razie
potrzeby mozna przeciez nieco zmniejszy¢ promien kuli B).

Krok 3. Wykazemy, ze u = h w calej kuli B. Jedli tak nie jest,
to istnieje punkt z € B taki, ze u(z) < h(z), oraz funkcja w € S,
taka, ze u(z) < w(z) < h(z).
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Potézmy
wy, = max(w, uy)

i niech v, bedzie podniesieniem harmonicznym w; wzgledem kuli
B. Poniewaz ciag (uy) byt rosnacym ciggiem funkcji harmonicznych
w B, wiec (vg) tez jest rosnacym ciagiem funkeji harmonicznych
w B. Oczywiscie ui(y) < vi(y) < h(y) oraz ux(y) — h(y) dla
k — oo, wiec stosujac ponownie twierdzenie Harnacka wnosimy, ze
v, jest zbiezny na B niemal jednostajnie do funkcji harmonicznej v.

Mamy przy tym v(y) = u(y), v(z) > w(z) > u(z), a ponadto
v > u w calej kuli B, gdyz vy > wu,. Tak jednak byé nie moze:
funkcja u — v jest harmoniczna, niedodatnia w kuli B i w punkcie
y € B osiaga warto$é 0, czyli swoj kres gérny — wiec, na mocy
zasady maksimum, powinna by¢ stala, co przeczy ostrej nieréwnosci
v(z) > u(z). O

Zadanie (dla dociekliwych). Wykazaé, ze w powyzszym dowodzie
zamiast twierdzenia Harnacka mozna wykorzystywaé¢ wniosek 4.20.

Oczywiscie, zachodzi takze dualny wariant twierdzenia 4.25.
TWIERDZENIE 4.26. Funkcja

g(x) := inf u(z)

uesS®

jest harmoniczna w obszarze f2.

4.6. Bariery

Nasuwa sie naturalne pytanie: powiedzmy, ze funkcja ¢ : 92 —
R jest ciagla, a brzeg OS2 jest zbiorem ,porzadnym” (np. gtadka pod-
rozmaitoscig R™). Czy prawda jest, ze funkcja h okreslona w twier-
dzeniu 4.25 spelnia warunek

lim _h(z) = p(€)?

235x—¢

Innymi stowy: czy metoda Perrona (przy jakich§ w miare ogdlnych
zalozeniach o 02 i funkeji ) daje nie tylko pewng funkcje harmo-
niczna, ale po prostu rozwiazanie zagadnienia Dirichleta z warun-
kiem brzegowym ?

Okazuje sie, ze odpowied? jest twierdzaca. Aby ja porzadnie sfor-
mulowaé, wprowadzimy pojecie bariery.
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DEFINICJA 4.27. Powiemy, ze funkcja w € C(§2) jest bariera
w punkcie £ € 92 < w > 0 na zbiorze 2\ {£}, w jest superhar-
moniczna i w(&) = 0.

LEMAT 4.28. Zalozmy, ze funkcja ¢ jest ciagla w punkcie £ €
0f2. Jesli istnieje bariera v w punkcie &, to

lim h() = ().

Dowdéd. Ustalmy € > 0. Niech M = supy,, |¢|. Istnieja liczby do-
datnie § i k takie, ze

() —p(@) <e  dlale—¢ <9,
k-v(x) >2M dla |z —¢| > 0.

Funkcja
u(z) = p(§) — e — kv(z)

jest subharmoniczna (to oczywiste) i nalezy do klasy S,. Istotnie,
dla punktow x € 02 takich, ze |z — £| < §, mamy

ulw) < pl€) — ¢ < pla)
(bariera v jest nieujemnal), natomiast gdy x € 921 |z — | > 4, to
u(z) <suplp| —2M = —M <inf p < p(x).
Zatem u(z) < h(z) dla z € 2. Niech teraz
w(w) = o(€) + & + k()

Podobnie jak przed chwilg dowodzimy, ze w € S¥. Z zasady maksi-
mum wynika, ze w(z) > h(z) dla wszystkich z € 2. Mamy wiec

p(§) —e = ku(z) < h(z) < (&) + e+ ku(x),

to znaczy
h(x) = p(&)] <&+ ku(x),

stad zas, wobec wlasnosci v(§) = 0 i ciaglosci v, otrzymujemy

limsup [A(x) — p(€)] < e.

r—E
Z dowolnosci € > 0 wynika teza lematu. O
Okazuje sie, ze pojecie bariery jest czysto lokalne: to, czy

w punkcie £ € 912 istnieje bariera, zalezy wylacznie od ksztattu
brzegu w niewielkim otoczeniu punktu &.
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DEFINICJA 4.29. Powiemy, ze w jest barierg lokalng w punk-
cie £ € 912 < dla pewnego r > 0 funkcja w jest barierg w punkcie
£ € o(2nB(,r)) (dla tej sktadowej ,nowego” obszaru 2N B(&, ),
ktorej domkniecie zawiera punkt &).

Oczywiscie bariera w punkcie & jest réowniez bariers lokalna
w tym punkcie.

Powiemy, ze punkt £ € 912 jest regularny, jesli istnieje w nim
bariera lokalna.

LEMAT 4.30. Jesli w punkcie & € 942 istnieje bariera lokalna, to
w tym punkcie istnieje bariera.

Dowdd. Niech w bedzie bariera lokalna, a r > 0 — liczba, z defini-
cji 4.29. Ustalmy r; € (0,7) i niech By := B(&, ).
Polézmy (prosze samodzielnie wykonaé rysunek!)

m= inf w(z);
w€(B\B1)NN
wtedy m > 0. Wykazemy, ze bariera (w sensie definicji 4.27) w punk-
cie £ jest funkcja
o(z) = min(w(x), m) dla z € El ﬂ_ﬁ,
m dla z € 2\ B;.
Istotnie:

(1) Ciaglos¢ v moze sie psué tylko na brzegu kuli B;. Ustalmy
Ty € 0B;; mamy

lim v(z) =m, lim v(z) < m.
5o T—xTg
x¢B, z€B;

Gdyby nieréwnosé byla ostra, to mielibySmy v(z¢) = w(zg) < m,
a to jest sprzecznosé z definicja m.

(2) Jest oczywiste, ze v > 0 i v znika jedynie w punkcie &.

(3) Aby wykazaé¢, ze v jest funkcja superharmoniczna, musimy
sprawdzié¢, ze dla dowolnej kuli B, C B, C £2 i dowolnej funkcji
harmonicznej ¢ < v na sferze 0B, nier6wnos$é ¢ < v zachodzi na
calej kuli Bs.

Mamy m > v(x) dla wszystkich z, wiecc m > v > ¢ na 0B,
czyli m > ¢ na B, a stad v > ¢ na By \ B;.

Ponadto,

w>m>p na B, N0B;,
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w>v> @ na B; N0B,,

a zatem w > ¢ na 9(B; N By), czyli na mocy stwierdzenia 4.23 (iii)
w > ¢ w iloczynie By N By. Wiemy juz jednak, ze m > ¢ w cale]j
kuli By, wiec v > ¢ w B N Bs. O

Przejdziemy teraz do przyktadéw.

Obszary na plaszczyznie

Niech n =2, 2 CR? = Ci ¢ € 9082; polozmy z = rexp(if) + &.
Przypusémy, ze punkt £ ma otoczenie V' o tej wlasnosci, ze w 2NV
istnieje ciagta gataz 0 = Arg (z — &). Wtedy funkcja

1 —logr
—Re =—
log(z — &)  log®r 4+ 02

w(z) =

jest (harmoniczna) bariera lokalna w &.

Podang wyzej wlasno$é maja wszystkie punkty brzegu, ktére sa
konicami pewnego tuku zawartego w C \ 2. Nie maja jej izolowane
punkty brzegu (tzn. punkty ,w calosci otoczone” obszarem (2).

Obszary z brzegiem klasy C? w R" dlan > 3
Zalozmy, ze dla pewnego £ € 0f2 istnieja y € R™ i r > 0 takie,
ze

B(y,r) N2 ={¢}.

(Ten warunek jest spelniony np. wtedy, gdy brzeg 012 obszaru {2 jest
klasy C?). Bariera w punkcie £ jest wtedy w(z) = r?=" — |z —y|>™".
Istotnie, Aw = 0 w 2. Jesli |z — y| > r, to w(z) > 0, a ponadto
w() =r¥ " —r¥ " =0.

Obszary z wlasno$cia stozka zewnetrznego

W 1908 r. Stanistaw Zaremba wykazal, ze jesli istnieje stozek?
K C R” taki, ze K N2 = {{}, gdzie £ € 912 jest wierzchotkiem
stozka K, to wtedy w punkcie £ istnieje bariera. Dowdd tego twier-
dzenia ambitny Czytelnik moze potraktowaé jako nietatwe zadanie
do samodzielnego rozwigzania.

2Termin stozek oznacza tu kazdy zbior, ktéry jest izometrycznym obrazem zbioru
Ko={tz: |z—a| <r, t€][0,1]},

gdzie a jest ustalonym punktem IR™ \ {0}, a r liczba dodatnia mniejsza od |a|. Wierz-
chotkiem stozka Ko jest oczywiscie punkt 0.
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Ten warunek (tzw. warunek stozka zewnetrznego) jest spelniony
np. wtedy, gdy brzeg obszaru jest klasy C!, a takze dla bardzo wielu
obszarow, ktorych brzeg w ogodle nie jest gladki (np. dla kazdego
wielo$cianu, niekoniecznie wypuklego: jesli stozek ma odpowiednio
ostry szpic, to jego wierzchotkiem zdotamy ,dotknaé od zewngtrz”
kazdego punktu na powierzchni wielo$cianu).

Wynika stad nastepujacy wniosek.

Whitosek 4.31. Jedli 2 C R™ jest obszarem ograniczonym z brze-
giem klasy C!, to dla dowolnej funkcji cigglej ¢ : 92 — R zagad-
nienie Dirichleta

Au=0 w2, u|8Q:g0
ma dokladnie jedno rozwiazanie u € C°(2) N C?(§2). Ponadto, we-
wnatrz (2 funkcja u jest analityczna w sensie rzeczywistym.

@ Przyklad Lebesgue’a
Opiszemy teraz przyklad obszaru 2 C R?, ktérego brzeg nie
sktada sie wytacznie z punktéw regularnych. Domkniecie tego obsza-
ru jest homeomorficzne z kula {x : |z| < 1}, a nieregularnym punk-
tem brzegu jest koniuszek ¢ = 0 bardzo szpiczastego ostrza skiero-
wanego ,,do wewnatrz”’ obszaru. Oto garsé blizszych informacji.
Poltézmy

W(xl,mg,xg):/\/(ml_ sds (4.26)

$)? + x3 + 23
i niech, dla r < 1,
2 =B0,r)\{zr eR®: W(x)>2}.

Sprawdza sie, ze funkcja W jest ograniczona i harmoniczna (funkcja
podcaltkowa jest harmonicznal) w obszarze {2, ale nie jest ciagla na
02, gdyz nie jest ciaggla w zerze. To wynika z jej zachowania na
powierzchniach Sy opisanych rownaniami® z3 + z3 = f(z;). Mozna
stad wywnioskowaé, ze w punkcie 0 nie istnieje bariera lokalna.

3Cwiczenie dla powaznie zainteresowanych: obliczyé catke (4.26) i zbadaé¢ zachowa-
nie W na Sy dla f(z1) = |z1/* i f(z1) = exp(—v/z1), gdzie v > 0.



