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GRZEGORZ CARCH

Zadanie 1. Udowodnij, ze zbiér funkgji ciagtych C([a,b]) z norma |u|| = max lu(z)|
xE|a,
jest przestrzenia Banacha.

Zadanie 2. Niech F' : R" — R" bedzie polem wektorowym klasy C'. Zaproponuj
zatozenia na funkcje F, ktére gwarantuja istnienie rozwiazan réwnania x = F'(z).

Zadanie 3. Niech (X, || - ||) bedzie przestrzeniq Banacha oraz niech ' : X — X bedzie
kontrakgja, tzn. istnieje k£ < 1 takie, ze dla kazdego z,y € X zachodzi

[F(z) = F(y)ll < kllz —yll -

Niech 2’ bedzie rozwiazaniem réwnania = = F(z). Oznaczmy przez {z,} ciag iteracji
Tny1 = F(x,) rozpoczynajacy sie od dowolnego z, € X.
Udowodnij oszacowania:

1. ||zpy — 2’| < k||lx, — 2'|| (szybko$¢ zbieznosci);

2. |1 — || < 2 l|l@ns1 — 2| (0szacowanie a posteriori);

k.n+1
1-k

3. ||Xpsr — 27| < ||z1 — zo|| (0szacowanie a priori).

Zadanie 4. Ustal, dla jakich warto$ci parametru A € R operator F' : C([a,b]) —
C([a,b]) dany wzorem

b
F(u)(@) =+ A [ sin(u(y)) dy
jest kontrakcja.

Zadanie 5. Znajdz b > 0 oraz domkniety podzbiér przestrzeni C([0,b]), na ktérym
operator F' dany wzorem

F)(@) =1+ [ ) dy
0
jest kontrakcja.

Zadanie 6. Zaproponuj warunki, dla ktérych réwnanie

u(w) = wofw) + A [ K(e,y)uly) dy
R
gdzie uy € LP(R), ma jednoznaczne rozwiazanie u(x) € LP(R).

Zadanie 7. Rozwiaz poprzednie zadanie nie korzystajac z twierdzenia o kontrakgji.
WSKAZOWKA: Rezolwenta operatora liniowego jest zbiorem otwartym.



Zadanie 8. Niech (X, || - ||) bedzie przestrzenia Banacha oraz B : X x X +— X bedzie
ograniczona forma dwuliniowa, tzn. istnieje > 0 taka, ze dla kazdych z;, x5 zachodzi
oszacowanie

| B(z1, x2)|| < nllz||[|z2]] -

1

G Orazy € X speinia llyll < €, to réwnanie

Udowodnij, ze jezeli 0 < € <
r=y+ B(z,x)

ma rozwiaznie w X spetniajace ||z|| < 2¢. Jest to jedyne rozwiazanie w kuli 2¢ B.
Pokaz, ze rozwiazanie to zalezy w sposéb ciagly od y, tzn. jezeli ||j|| < ¢, = y+B(Z, )
oraz ||Z|| < 2e, to:

1

1 —4ne

le — [l < ly — ol

Zadanie 9. Zastosuj poprzednie zadanie do dowodu istnienia rozwiazan réwnania

u(w) = wol) + [ K (e, ) (o) dy

gdzie ug € C([0,1]) oraz K € C([0,1] x [0, 1] sa dane.



