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Zadanie 1. (Twierdzenie Arzeli-Ascolego)
Rozwazamy p. Banacha C([a,b]), gdzie —oco < a < b < oo, ze zwykla normaq supre-
mum. Zalézmy, ze M C X spelnia nastepujace warunki:

1. zbiér M jest ograniczony, tzn. 3r > 0 Vu € M |ju|| <,

2. zbiér M jest jednakowo ciagly, tzn.

Ve>030>0Ve,y € [a,b)]Vue M |z—yl<d=|ulx)—uy)| <e.

Udowodnij, ze M jest warunkowo zwartym podzbiorem X.
Zadanie 2. Rozwazamy p. Banacha:

e C([a,b]) znorma ||ullp = Sl[lpb] lu(x)],
z€]a,

e C'([a,b]) znorma ||ul|; = sup |u(z)|+ sup |u/'(z)].
z€la,b] z€la,b]

Udowodnij, ze operator wtozenia Id : C*([a,b]) — C([a, b]) jest operatorem zwartym.

Zadanie 3. Dla ustalonego « € [0, 1) definiujemy przestrzerr Holdera

c([0,1]) = {u € C([0,1]) : [ulq = xsgﬁu W < oo}
Z norma
ulla = [Julloc + [u]a -

Udowodnij, ze C*([0, 1]) jest p. Banacha, oraz ze dla dowolnych 0 < o < # < 1 zacho-
dzi wtozenie Id : C#([0,1]) — C°([0, 1]), bedace operatorem zwartym.

Zadanie 4. Niech K bedzie zwartym podzbiorem R?. Dla v € C(K) péinorme [u],
definujemy jak w poprzednim zadaniu.
Udowodnij, ze dla a > 1 jezeli [u], < oo to u jest stata na sktadowych spéjnosci K.

Zadanie 5. (Twierdzenie Peano)
Niech f = f(t,y) bedzie funkcja ciagla, § > 0 oraz y, € R. Zat6zmy, ze y,(t) jest funkcja
ciagla taka, ze yo(0) = yo oraz y,(0) = f(0,yo). Dla kazdego ¢ € (0,) definiujemy
funkgje:
yo(t) —6<t<0
ya(t = {

t
?JO+/ f(s,ys(s—¢e))ds 0<t<a
0

dla pewnego o > 0.
Istnieje wtedy o > 0 takie, Ze zbidr {y.}.c(0,s) jest warunkowo zwarty w C([0, a]) oraz
kazdy podciag zbiega do rozwiazania zagadnienia

y/ = f(tay)v y(O) =%Yo -



Zadanie 6. Niech f : R" — R" bedzie ciaglym polem wektorowym. Zat6zmy, ze
istnieje R > 0 takie, ze dla |z| = R zachodzi (f(x),z) > 0.

Udowodnij, ze istnieje z, spetniajacy ||zo|| < R taki, ze f(zo) = 0.

WSKAZOWKA: Zalozy¢, ze f(x) # 0 w kuli B(0, R). Pokaza¢, ze g(z) = —ﬁ{%fl ma
punkt staly z, spetniajacy ||zo|| = R.

Zadanie 7. Niech A bedzie operatorem liniowym na p. Banacha X, przeksztatacaja-
cym zbiory ograniczone na zbiory warunkowo zwarte.
Udowodnij, ze A jest ciagly.

Zadanie 8. Niech A bedzie operatorem liniowym zwartym na p. Banacha X.
Udowodnij, ze zbiér wektoréw wiasnych, odpowiadajacych wartosci wilasnej A € R,
tworzy przestrzen linowa skoriczenie wymiarowa.

Zadanie 9. Niech A, B beda ciagtymi operatorami liniowymi na p. Banacha X.
Udowodnij, ze jezeli co najmniej jeden z operatoréw A, B jest operatorem zwartym, to
operatory AB i BA sa operatorami zwartymi.

Zadanie 10. (Twierdzenie Sheffera)

Niech A, bedzie rodzina zwartych operatoréw nieliniowych na p. Banacha X, zalez-
nych w sposéb ciagly od parametru 0 < A < 1 (w silnej topologii operatorowej). Za-
16zmy, ze:

1. istnieje 0 < a < oo takie, ze dla kazdego rozwiazania =) réwnania = = A,(x)
zachodzi oszacowanie ||z, || < a,

2. istnieje b > a takie, ze || Ao(z)|| < bdla ||z| = b.

Wtedy operator A; ma punkt staty w kuli aBx.
WSKAZOWKA: Rozwazy¢ operator

Ay () z] < a
B(x) = { Abta () a<|z] <0b
Ap(x) =] >0

i skorzysta¢ z twierdzenia Schaudera.



