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o Cwiczenie 1.4.8
Znalezé rozwigzania podanych zagadnief poczatkowych oraz podaé przedziaty, na
ktérych sa one okreslone:
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0 Cwiczenie* 1.4.9
Uzasadnié, ze rozwigzanie zagadnienia poczatkowego

y +p(t)y = q(t), y(to) = yo

wyraza sig¢ wzorem
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1.5 Réwnanie rézniczkowe Bernoulliego

® Definicja 1.5.1 (réwnanie réiniczkowe Bernoulliegot)
Réwnanie rézniczkowe, ktére mozna zapisaé w postaci
(B) y'+p(thy = h(t)y",
gdzie r € R\ {0, 1}, nazywamy réwnaniem Bernoulliego.
Uwaga. Gdyby dopusci¢ r = 0, to otrzymaliby$my réwnanie rézniczkowe liniowe
niejednorodne postaci g’ + p(t)y = h(t). Natomiast dla r =1 dostalibyémy réwna-
nie rémmiczkowe liniowe jednorodne postaci ¢+ p(t)y = 0, gdzie B(t) = p(t) — h(t).

Zauwazmy jeszcze, ze dla r > 0 funkcja y(t) = 0 jest jednym z rozwigzan réwnania
Bernoulliego.

® Fakt 1.5.2 (sprowadzanie réwnania Bernoulliego do réwnania liniowego)

Réwnanie rézniczkowe Bernoulliego (B) przez zamiang zmiennych
z=Y
sprowadza sie do réwnania rézniczkowego liniowego niejednorodnego postaci
2+ (1 —rpl)z = (1 —=r)h(t).

*Jakob Bernoulli (1654-1705), matematyk szwajcarski.
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o Cwiczenie 1.5.3
Uzasadni¢ powyzszy fakt.

o Cwiczenie 1.5.4
Scatkowaé podane réwnania Bernoulliego:
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o Cwiczenie 1.5.5
Rozwigzaé¢ podane zagadnienia poczgtkowe:
a)y =y—vy y0)=4

c)y —ycost =y’ cost, y(0)=1;
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b)y’—y:; y(0) = —1;
d) y' + 4ty + 2ty =0, y(0)=1,
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1.6 Krzywe ortogonalne*

L 'Deﬁnicja;: 1.6.1 (réwnanie rodziny krzywych)

Jezeli dla kazdej wartosci parametru C z pewnego przedzialu réwnanie
&(t,y,C) =0

okredla krzywa, to nazywamy je réwnaniem rodziny krzywych (rys. 1.6.1).
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Rys. 1.6.1.

® Przykiad 1.6.2 (rodziny krzywych)
a} Réwnanie yt — C = 0, gdzie C # 0, okresla rodzine hiperbol (rys. 1.6.2 a)).
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w

b) Réwnanie t? 4 9% — C? = 0, gdzie € > 0, okredla rodzing okregéw o srodkach
w poczatku ukladu wspéhrzednych (rys. 1.6.2 b)).

c) Réwnanie y —t —C =0, gdzie C € R, okresla rodzing prostych réwnoleglych
(rys. 1.6.2 ¢)).
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Rys. 1.6.2.

o Cwiczenie 1.6.3 .
Wyznaczy¢ réwnania rézniczkowe podanych rodzin krzywych:

1 2
e el

c) te¥ — y2 =C,

w

1
A

o
—+

d) y® =2Ct +C*.

® Definicja 1.6.4 (rodziny kraywych ortogonalnych)
Méwimy, ze rodziny krzywych ®(t,y,C) =0, W(t,y, D) = 0 sy ortogonalne, jezeli
w kazdym punkcie przecigcia krzywych z obu rodzin, krzywe te tworzg kat prosty
rys. 1.6.3
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Rys. 1.6.3.

® Fakt 1.6.5 (rduwnanie réiniczkowe rodziny krzywych ortogonalnych)
Jezeli F (t,,y') = 0 jest réwnaniem rézniczkowym rodziny krzywych, to réwnanie
résniczkowe rodziny krzywych ortogonalnych ma postac
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- Cwiczenie 1.6.6

Wyznaczy¢ | naszkicowaé rodziny krzywych ortogonalnych do podanych rodzin:
a) g’ 1 2Ct=0,C>0; b) t? —y° = C*;

5 1 5 9 9
C) 1= - ay“ == C": d) A y“ = 2Ct.

1.7 Zagadnienia prowadzace do réwnan r6zniczkowych

Przeptyw i mieszanie cieczy

Cwiczenie 1.7.1 (zobacz Przyktad 1.20, sir. 130)

a) Zbiornik o pojemnoéei 100 litréw jest napelniony do polowy 10 % wodnym
roztworem soli. Po wlaczeniu pomp do zbiornika wlewa sie czysta woda z pred-
kodcig 21/min, a powstala mieszanina wylewa si¢ dwa razy wolnie]. Jakie bedzie
stezenie soli w zbiorniku w chwili jego napelnienia?

b} Zbiornik o pojemnosci 100 litréw napelniony jest czysta woda. Po wlgczeniu
pomp do zbiornika wlewa si¢ 10 % wodny roztwér alkoholu z predkoscia 1
I/1nin, a powstala mieszanina wylewa sie dwa razy szybeiej. Po ilu minutach

alkoholu w zbiorniku bedzie najwieksza?

Hosd

c) Zbiornik o pojemnosci 100 litréw napelniony jest do polowy czysia woda. Po
wlgczeniu pomp do zbiornika wlewa sie 10 % wodny roztwér soli z predkoscia 2
/nin, a powstata mieszanina wylewa sie dwa razy wolniej. Jakie bedzie stezenie

scli w zbiorniku w chwill jego napelnienia?

d) Zhiomik o pojemnosci 100 litréw napetniony jest 10 % wodnym roztworem
atkoholu. 7 jaka predkodcia nalezy wlewaé do niego czvsta wode i jednoczeénie
7 tn sama predkodcia wylewad roztwér, aby po uplywie 10 min od momentu

winczenia pomp zawartosce alkoholu spadta dwukrotnie?

Rozwdéj populacji

* Cwiczenie 1.7.2 /zobac: Przyktad 1.21, str. 130)

a) Wyznaczyé czas, po jakim stado 100 krélikéw podwoi sie, jezeli wskaznik wzro-
stu k jest réwny 3 x 1075571,

b) Kultura bakterii rozwija sie wedlug wykladniczego prawa wzrostu tak, ze po
Jednym dniu osiaga 1.1 stanu wyjéciowego. Po jakim czasie populacja podwoi

sie?

c) W rozwoju pewnej populacjl organizméw zanotowano ich nastepujace liczeb-
nodci N (wyrazone w milionach osobnikéw) w czasie: N(0) = 0.25, N{(1) = 0.4,
N2y = 0.5, Wyznaczyé stan nasycenia tej populacji.
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d) Rozwigzad réwnanie logistyczne postaci T N(4—N). Wyznaczyé chwile t,

w ktérej N(f) = 3, jezeli wiadomo, ze N(O) = 2. Naszkicowaé krzywa caltkows.




