Rozdziat 12

Metoda rozdzielania zmiennych

W tym rozdziale zajmiemy si¢ metodq rozdzielania zmiennych, ktéra mozna zastosowaé, aby
wyrazi¢ jawnymi wzorami rozwigzania pewnych konkretnych réwnan rézniczkowych czastko-
wych. Skupimy si¢ tu na réwnaniach hiperbolicznych i parabolicznych okre§lonych na skoficzo-
nym odcinku [0, ] € R.

Zaktadana jest znajomosS¢ teorii szeregéw Fouriera oraz réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych.

12.1 Zagadnienia hiperboliczne
Rozpocznijmy od jednorodnego réwnania struny o dtugosci [ zamocowanej na koncach:

Uy = Ugpgy, z € (0,1), t >0,
u(0,t) =u(l,t) = 0, t>0,
x,0) = wup(x), z € (0,1),
0 0,1

( (12.1)
w(z,0) = w(z), z € (0,1).

O funkcjach okreslajacych warunki poczatkowe, czyli ug(z) i u;(z), zaktadamy, Ze sg elemen-
tami przestrzeni L*(0,1).

Aby rozwigzac powyzsze zagadnienie, postuzymy si¢ metoda Fouriera, zwang inaczej meto-
da rozdzielania zmiennych. Polega ona na tym, aby poszukiwac rozwiazania postaci

u(z,t) = X(x)T(t). (12.2)
Wstawiajac to wyrazenie do réwnania (12.1)) i dzielac obie strony przez X (z)7'(t), otrzymujemy

Xl/(l,) _ T//(t)
X(z)  T()

(12.3)

Poniewaz lewa strona powyzszego rownania zalezy tylko od zmiennej z, a prawa tylko od zmien-
nej ¢, wigc oba wyrazenia musza by¢ réwne tej samej stalej. Nazwijmy ja —\.
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Stad otrzymujemy zagadnienie

— X"(z) = A\X(x) dlaz € (0,1), (12.4)
X(0)=X()=0.
Warunki brzegowe dla funkcji X wynikaja z postaci, w ktérej szukamy rozwigzania (12.2)), oraz

z warunkéw brzegowych dla funkeji u(x, t) okreslonych w réwnaniu (12.1)).
Dla zagadnienia wlasnego (12.4) mamy wartoSci wlasne

Ap = . n=123,..

oraz odpowiadajace im funkcje wlasne

nmx

X, (z) =sin <T) .

Znalezienie wartosci i funkcji wlasnych jest zadaniem z réwnan rézniczkowych zwyczajnych.
W ramach wskazowki - nalezy rozpatrzy¢ liczby A ujemne, A = 0 oraz A\ dodatnie i zauwazyc¢,
ze tylko w przypadku tych ostatnich spetniony bedzie warunek brzegowy.

Dla kazdego n znajdujemy funkcje 7}, (¢) spetniajace réwnanie (z uwagi na (12.3)):

TV (t) = =T (t).
Stad
T, (t) = A, sin(y/Ant) + By cos(v/Ant).

Zwr6émy uwage, ze kazda z funkcji X, (x)7,,(t) spetnia réwnanie (12.1)) oraz zadane warun-
ki brzegowe. Jednak aby znalezZ¢ rozwiazanie spetniajace takze zadane warunki poczatkowe, na
0g6t musimy rozpatrzy¢ caly szereg

u(z,t) = i (An sin(\/)\_nt) + B, cos(\/)\_nt)) sin(\/)\_nx). (12.5)

Pozostaje wigc wyliczy¢ state A,, i B,,. Funkcja u musi spetnia¢ warunek

u(z,0) = Z B, sin(\/)\nx) = ug(x)
n=1
oraz
u(z,0) = ZAnAn sin(\/)\nx) = uy(x).
n=1
Wystarczy wigc rozwina¢ funkcje ug i u; w szereg Fouriera.
Najpierw przypomnijmy, ze kazda funkcje nalezaca do przestrzeni L?(—1, 1) mozna rozwinaé

w szerego Fouriera, czyli w szereg funkcji
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{l,lsin(\//\_nx), 1cos(\//\_nx)} , x € (=1,1),
2071 l n=112...
ktére tworza baze ortonormalna w L?(—1,1). Poniewaz przyjeliSmy, ze ug, u; € L*(0,1), wigc
mozemy przedtuzyc je nieparzyscie lub parzyscie (w zaleznosci od potrzeby) na caly przedziat
(—1,1). W przypadku naszego zagadnienia przedtuzamy wigc nieparzyscie, co pozwala na roz-
winiecie ug i u; w szereg sinuséw, czyli funkcji { X, },—12,. .

Zatem wspétczynniki B,, i A,, wynosza odpowiednio

I
B, = %/ uo(z) X, (z)dx (12.6)
0
oraz
1/
A, = — [ w(x)X,(z)d. (12.7)
Ml

W ten sposéb znalezliSmy jawny wzdr na rozwiazanie zagadnienia (12.3)). Pozostaje pytanie,
czy otrzymany szereg zbiega i czy okresla rozwiazanie klasyczne, czy stabym, tzn. czy jego sumeg
mozna odpowiednio wiele razy zrézniczkowac.

Aby u(z, t) mogto by¢ klasycznym rozwigzaniem zagadnienia (12.1)), szereg (12.5) oraz sze-
regi drugich pochodnych po zmiennej x i ¢ musza zbiegac jednostajnie. Aby tak bylo, potrzebne
sa pewne zatozenia na funkcje ug 1 u;.

Na przyklad, jesli ug(z) € C*|0,1] oraz u;(z) € C3(0, 1], to przy zatozeniu warunkéw zgod-
nosci, tzn.

funkcja u(x, t) postaci (12.5)) jest rozwiazaniem zagadnienia (12.1)).
Rzeczywiscie, przy powyzszym zatozeniu o funkcjach ug i u;, po wykonaniu we wzorach
(12.6) oraz (12.7) odpowiedniej liczby catkowan przez czgéci, otrzymujemy

const

B < <2

oraz

const
n3

|A,| <

Roézniczkujac dwukrotnie wyrazy szeregu (12.11), zauwazamy, ze szereg ten jest jednostajnie
zbiezny wraz z pochodnymi do rzgdu drugiego wlacznie. Dlatego otrzymana funkcja u(x,t) jest
funkcja klasy C?, oraz klasycznym rozwiazaniem zagadnienia (12.1)). Jesli interesuje nas tylko
istnienie stabych rozwigzan problemu (12.1)), nie potrzebujemy rézniczkowac szeregu okreslaja-
cego funkcj¢ u az tyle razy.

# wersja: Ola-poprl, 21 pazdziernika 2010



116/166 © Wydziat MIM, Uniwersytet Warszawski, 2010.

12.1.1 Zagadnienia hiperboliczne: przypadek niejednorodny

Rozwazmy teraz zagadnienie struny na skonczonym odcinku przy obecnosci sily zewnetrzne]
f(z,t). Dla przyktadu rozpatrzymy inne niz poprzednio warunki brzegowe.

U — Uz = [f(,1) w (0,1) x (0, 00) (12.8)
u(0,8) = w(l,t) =0, t>0,
u(z,0) = wup(x), z € (0,1),
u(z,0) = w(x), z € (0,1).

Zat6zmy, ze f(x,t) daje si¢ przedstawié¢ w postaci szeregu funkcji wiasnych zagadnienia

— XJ(2) = A X(2), (12.9)
X/ (0) = X,(I) =0, (12.10)
a takze spelnia warunek zgodnoSci
f(0)=f({) =0.

Podobnie jak we wczesniejszym przyktadzie, szukamy rozwiazania u(x, t) w postaci szeregu

u(a,t) =Y To(t) X (x), (12.11)

gdzie X,, sa funkcjami wlasnymi zagadnienia (12.9). Zatem

Xn(x) = cos(v/ M),

gdzie

orazn =1,2, ...
Aby znalez¢ funkcje T,,(t), rozwinmy w szereg funkcji X, (z) prawa strong réwnania (12.8)),
czyli funkcje (¢, x).

flt.x) = Fu(t)Xa(). (12.12)

Wstawiajac formalnie u(z,t) oraz f(t,z) w postaci szeregéw (12.11) i (12.12) do réwnania
(12.8) otrzymujemy (réwniez formalnie rézniczkujac wyraz po wyrazie)

Z(Tg(t) + AT (1)) Xn(z) = Z E(8) X ().

Stad, aby u mogto by¢ rozwigzaniem, funkcje 7},(¢) powinny spetnia¢ réwnania zwyczajne
T;L/(t) + )‘nTn<t) = Fn(t):
T.(0) =g, T.(0) =uf, n=12..,

gdzie uf} oraz u sa wspétczynnikami rozwinigcia funkcji ug(z) i vy (z) w bazie funkcji X, (z).
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12.1.2 Zagadnienia paraboliczne

Przyjrzyjmy si¢ zagadnieniu przeptywu ciepta w jednorodnym precie.

U = e, x€(0,1), t>0, (12.13)
u(0,t) =wu(l,t) =0, t>0,

u(z,0) =ug(x), x€(0,1),
dla ug(x) € L*(0,1).

Poniewaz rozwigzanie powyzszego problemu jest zupetnie analogiczne do rozwiazania za-
gadnienia struny umocowanej na koricach, zauwazmy, ze funkcja u(z, t) jest postaci

u(z,t) = Z Ape M sin(v/ \az), (12.14)
n=1

gdzie

Wspétczynniki A,, wyliczamy z warunku poczatkowego. Sa to po prostu wspétczynniki rozwi-
nigcia funkcji ug(z) w szereg funkcji {sin(v/A,@) bne12,..

u(x,0) = ug(x) = ZA” sin(yv/ Anz).

Zwréémy uwage, ze przy zatozeniu ug(z) € L*(0,1) wspétczynniki A,, s ograniczone nie-
zaleznie od n. Zatem, poniewaz w szeregu (12.14) wystepuja szybko gasnace czynniki e~*t,
wigc funkcja u jest gtadka na zbiorze (0,1) x (0, 00).

Regularnos¢ funkcji v w chwili ¢ = 0 zalezy oczywiscie od regularnoSci warunku poczatko-
wego.

12.2 Zadania do samodzielnego rozwiazania

12.2.1 Roéwnania hiperboliczne

Zadanie 12.1. Metoda Fouriera rozwiaza¢ zagadnienie

Upp = Ugy + 1 w (0,7) x Ry,
u(0,t) = u(m,t) =0 dlat >0,
u(z,0) =0, z e (0,m)
u(z,0) =0 xz € (0,m).
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