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Po scatkowaniu mamy
1 2
In|s| —i—§ln]1—|—2u—u | =1Ine,

czyli
s2(1 4 2u — u?) = 2.

Wracamy do wyjsciowych zmiennych (z, y) i otrzymujemy réwnanie

o o 2
(m+1)2(1+2i+?1’ - Eer?;z) =2,

czyli
(x+ 12420y —3)@+1) - (y—3)° = &

Metody z przyktadu 2.9 nie mozna zastosowaé, gdy wyznacznik uktadu (2.9)
jest zerowy. Wtedy jednak oba wiersze macierzy ukladu sa do siebie proporcjo-
nalne i podstawienie z = ax + by pozwala sprowadzi¢ réwnanie do réwnania o
zmiennych rozdzielonych.

2.3 Roéwnania w postaci rézniczek zupelnych

Moze si¢ zdarzy¢, ze rownanie w postaci rozniczek jest rézniczka zupeina funk-
cji dwoch zmiennych. Analiza dostarcza nam narzedzi, ktére pozwalaja tatwo ten
fakt sprawdzié. Z drugiej strony, jesli pewna rézniczka dwéch zmiennych jest r6z-
niczka zupelna, to tatwo mozna znaleZ¢ funkcje, ktorej rézniczka pokrywa si¢ z
rozwazana.

2.10 TWIERDZENIE. Zatoimy, ze w zbiorze Q = {(z,y): z= € (a,b),y €
(c,d)} funkcje M (z,y), N(x,y), My(x,y) i No(x,y) sq ciqgte oraz

My(z,y) = Ne(z,y). (2.10)

Wtedy wyrazenie
M (z,y)dx + N(z,y)dy (2.11)

Jest rozniczkq zupetna, czyli rozZniczkq pewnej funkcji F'(x,y). Jesli dodatkowo
jedna z funkcji M (x,y) lub N(x,y) jest rozna od zera w kazdym punkcie zbioru
Q, to przez kazdy punkt (xo,yo) € Q przechodzi doktadnie jedna krzywa catkowa
réwnania

M(z,y)dx + N(x,y)dy = 0. (2.12)
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Dowéd. Jesli spetniony jest warunek (2.10), to istnienie funkcji F'(z,y), ktdrej
rézniczka jest wyrazenie (2.11), wynika z odpowiedniego twierdzenia z analizy.
Oznacza to, ze (2.11) jest rézniczka zupetna. Zatézmy, ze N(x,y) # 0. Wtedy
réwnanie (2.12) mozna przepisaé w postaci

dy

M(x,y)—&—N(x,y)%:O. (2.13)

Z faktu, ze (2.11) jest rézniczka zupetna wynikaja réwnosci

oF oF
M =—, N = —.
(@y)=5-, N(z.y) oy
Wobec tego rownanie (2.13) sprowadza si¢ do roOwnania
dF (z,y(z)) _ 0
dx ’
Rozwiazaniem tego réwnania jest
F(x, y(m)) =c. (2.14)

Przyjmujac ¢ = F(x9,yo) uzyskujemy jednoznaczno$¢ rozwiazania oraz spet-
nienie warunku poczatkowego. Warunek N # 0 gwarantuje spetnienie zatozen
twierdzenia o funkcji uwiklanej, czyli réwnanie (2.14) mozna rozwiklaé, znajdu-
jac funkcje y(z) w jawnej postaci. ]

2.11 Przyklad. Znajdziemy krzywa catkowa réwnania
(2x + 32%y)dx + (23 — 3y*)dy = 0,

przechodzaca przez punkt (1,1).
Sprawdzamy, ze jest to rOwnanie w postaci rézniczki zupetnej

02z + 322y) 5 Oz —3y?)
_— = =3 = —==
oy ox

Calkujac to réwnanie, skorzystamy z faktu, ze catka krzywoliniowa rézniczki zu-
petnej nie zalezy od drogi catkowania. Catke taczaca punkt (1, 1) z punktem (z, y)
obliczymy po tamanej taczacej punkty (1, 1), (z,1) i (z,y).

(z,y)
/ (2t + 3t2s)dt + (13 — 35%)ds =
(1,1)

(z,1) (zy)
/ (2t + 3t%)dt + / (2% — 35%)ds =
(1,1) (z,1)

2?42t 242y — P - 1=ty — P - L
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Oznacza to, ze F(x,y) = 22 + 23y — v — 1. W celu znalezienia rozwiazania
naszego réwnania nalezy rozwikta¢ réwnanie

F(z,y)=0.

Rownanie to mozna rozwikta¢ wzgledem kazdej zmiennej bo Fy(1,1) = —2 a
F,(1,1) = 5. Jednak ze wzgledu na posta¢ funkcji F'(z,y) znalezienie rozwiaza-
nia w postaci rozwiktanej nie jest proste.

Réwnania w postaci rézniczek zupelnych nie wystgpuja zbyt czesto. Wiele
réwnan mozna jednak sprowadzi¢ do postaci r6zniczki zupetnej po pomnozeniu
przez pewna funkcje. Funkcja taka nazywa si¢ czynnikiem catkujacym. Jesli wy-
razenie

Mdx + Ndy (2.15)

pomnozymy przez czynnik catkujacy p(z,y)
puMdz + pNdy

i zazadamy, aby nowe wyrazenie byto r6zniczka zupeina

ouM  OuN
oy Oz’

to otrzymamy skomplikowane réwnanie o pochodnych czastkowych

MW—NW:M@N 3M>. (2.16)

oy ox %_Ty

Oczywiscie rozwigzanie réwnania (2.16) nie jest wcale tatwiejsze od rozwiazania
wyjsciowego réwnania zwyczajnego. Czesto jednak jest bliskie rézniczce zupetnej.
Wtedy czynnik N, — M,, wystepujacy po prawej stronie réwnania (2.16), moze
by¢ staty albo moze by¢ funkcja tylko jednej zmiennej. Sugeruje to poszukiwanie
czynnika catkujacego w postaci u(x) lub p(y) albo u = u(z), gdzie z jest znang
funkcjq zmiennych x i y.

Mozna tu sformutowaé kilka prostych obserwacji pomocnych w znajdowaniu
takich czynnikéw catkujacych:

1. Jedli
1
N

to czynnik catkujacy jest funkcja jedynie zmiennej z: p(x) = exp [ f(z).

(No — My) = f(x)

2. Jesli
1
M
to czynnik catkujacy jest funkcja jedynie zmiennej y: p(y) = exp [ f(y).

(N:c - My) = f(y)
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3. Czynnik catkujacy jest postaci p(x,y) = ¢(z(x,y)), gdzie z jest nowa
zmienna, jesli
N, — M,
YT My ),
Nzy — Mz,

Ponizsze przyklady ilustruja kilka takich przypadkow.
2.12 Przyklad. Znajdziemy catke og6lng réwnania
(x +sinx + siny)dz + cosydy = 0. (2.17)
Réwnanie nie jest w postaci rézniczki zupelnej, bo
Ny — My, = —cosy.
Zauwazmy jednak, ze wyrazenie
1
N

mozna traktowac jako funkcja zmiennej x, co prowadzi do czynnika catkujacego
p(x) = e®. Mnozymy réwnanie (2.17) przez ten czynnik catkujacy i otrzymujemy

(N — My) = —1

e”(x + sinz + siny)dz + €” cos ydy = 0.

Réwnanie to catkujemy po tamanej ztozonej z odcinkéw réwnolegtych do osi
wspétrzednych (jak w przyktadzie 2.11), taczacej punkt (p1, p2) z punktem (z, y)

(zy)
/ el (t +sint 4 sin s)dt + €' cos sds =
(

P1,p2)

(va2) (:U,y)
/ et(t—i-sint—i-sinpg)dt—F/ e’ cos sds =
(

P1,p2) (z,p2)
1
xe® — e’ + i(sinm —cosz)e” + e”sinps + " siny
1 . - -
— prePt + Pt — 5(5111]91 — cospy)ePt — e*sinpy =
1
ze® —e’ + i(sinx —cosx)e” 4+ e’ siny
1 .
— prePt + ePt — §(s1np1 — cospy)ePr.

Catka og6lna ma wigc postac

1 . .
xe® —e¥ + i(smx —coszx)e’ +e”siny = c.
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2.13 Przyklad. Znajdziemy catke og6lna réwnania
(zy? + y)dx — (z +y*)dy = 0. (2.18)
Réwnanie nie jest w postaci rézniczki zupeinej bo
Ny — My, = —2zy — 2.
Zauwazmy jednak, ze wyrazenie

1 2
S (N, — M,) = 2,
M(I y) y

jest funkcja zmiennej y, co prowadzi do czynnika catkujacego ju(z) = y~2. Mno-
zymy réwnanie (2.18) przez ten czynnik catkujacy i otrzymujemy
(z+y Ydr — (zy™> + 1)dy = 0.

Réwnanie to catkujemy po tamanej ztozonej z odcinkéw réwnolegtych do osi
wsp6trzednych (jak w przyktadzie 2.11), taczacej punkt (p;, p2) z punktem (z, y)

(z,y)
/ (t+ s Hdt — (ts™2 +1)ds =
(

phpz)

1 . 1 _
SU ey =y — ol

Catka og6lna ma wigc postac

1
ixg +ayt—y=c

2.14 Przyklad. Znajdziemy catke¢ og6lna rownania
zy’dr + (z%y — x)dy = 0. (2.19)
Poniewaz
Ny — My = —1,

réwnanie nie jest w postaci rézniczki zupetnej. Posta¢ funkcji M (x,y) i N(z,y)
wskazuje takze, ze nie ma czynnika catkujacego, ktéry bytby tylko funkcja zmien-
nej z lub y. Mozna jednak zauwazy¢, ze poszukujac czynnika catkujacego w po-
staci ;4 = u(z) dostaniemy z réwnania (2.16) wyrazenie

1
zy?zy — (2%y — x)zy
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Latwo zauwazy¢, ze jesli przyjac z(z,y) = xy, to wyrazenie powyzsze stanie si¢
funkcja wylacznie zmiennej z
1 B 1 B
ry’zy — (22y —x)z, 2?2y — (2%y? —zy) wy

Poszukujemy wigc czynnika catkujacego w formie p = p(zy). Aby znalezé ten
czynnik wracamy do réwnania (2.16) i po podstawieniu z = zy otrzymujemy

réwnanie

2 — (=2 = —p

Po uporzadkowaniu mamy

2’ = —p,
czyli p = (2y)~!. Po pomnozeniu réwnania (2.19) przez czynnik catkujacy otrzy-
mujemy

ydx + (x— ;)dy =0.

Catkujemy to réwnanie, jak w poprzednim przykladzie, po famanej taczacej punkty
(p17p2) i (:Ea y)

(z.y) 1
/ sdt+<t——)ds:pzx—p1p2+my—p2x—1n!y|+111|p2|
(p1,p2) §

=2y — In|y| — p1p2 + In |pa].

Stad mamy catke ogdlng
zy —Inly| = c.

2.4 Rownania liniowe pierwszego rzedu
Obecnie zajmiemy si¢ przypadkiem réwnan liniowych pierwszego rzedu.
2.15 DEFINICJA. Réwnanie postaci
T+ p(t)r = q(t), (2.20)

gdzie p(t) i q(t) sq funkcjami zmiennej t € (a,b), nazywa si¢ réwnaniem linio-
wym. Jesli q(t) = 0, to jest to rownanie liniowe jednorodne.

Dla réwnania (2.20) bardzo tatwo mozna otrzymac twierdzenie o istnieniu i jedno-
znacznosci.

2.16 TWIERDZENIE. Jesli funkcje p(t) i q(t) sq ciagte dlat € (a,b), to przez
kazdy punkt zbioru @@ = (a,b) x R przechodzi doktadnie jedna krzywa catkowa
rownania (2.20). Maksymalnym przedziatem istnienia kazdego takiego rozwiqzania
Jjest przedziat (a,b).



